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Cet article, essentiellement tiré d’un exercice de [1], a le méme théme que ma note 23 *:

toute norme du plan a une représentation intégrale.
La démonstration donnée ici est cependant tres différente et il m’a paru utile de la publier, n’étant
pas redondante avec la note citée. De plus, les preuves sont complétes : I'article est donc autonome

et peut servir de base a un exposé.

1) Semi-normes du plan

Le plan R? est identifié a 'ensemble C des nombres complexes. Une fonction N : C — [0, oo est

appelée une semi-norme si :

N(Az)=| A| N(z) pourtout € Rettoutze C (1)
N(z, +z,) < N(z)+N(z,) pourtousz,z,e€ C (2)

Toute norme est une semi-norme ; N(x, ) =| x — y | est une semi-norme qui n’est pas une norme.

Supposons qu’il existe z, # 0 tel que N(z,) =0 :si e = zy/ |z, |, alors il existek € R" tel que
N(x+iy)=k|xsin@—ycosf|.

En effet, (eie,ie’p) est une base du plan etz = x +iy se décompose en ae' + bie' et donc

N(z) < N(bie”) . commebie' = ae’ —z, N(bie)< N(z) et donc N(z) = N(bie') .

Conclusion : N(x+iy)=|b|N(ie®)=k|xsin@— ycos@|, N est donc la valeur absolue d’une

forme linéaire.

Qu’une semi-norme N qui n’est pas une norme ait une représentation intégrale est 'évidence

2r
puisque, par exemple, N(x +iy) = J.o | xsint— ycost|du(t) ou W est la mesure de Dirac définie
par U(@)=k= N(ie'?) . Comme on peut forcer & a rester dans[0,7] (en changeant Z, en son op-

T
posé), on peut aussi bien écrire N(x +iy) = jo | xsint— ycost|du(t).

2) Deux caractérisations des semi-normes

Soit NV : C — [0,+oo[ vérifiant (1) ; les trois assertions suivantes sont équivalentes :

a) N est une semi-norme,

! http://www.daniel-saada.eu/Notes/23-Representation-integrale-des-normes-du-plan.pdf
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b) {z:N(z) <1} estconvexe,

c) Pourtous u,v,w vérifiantu <v<w<u+m ona
N(e™)sin(w—v)+ N(e")sin(v —u) > N(e")sin(w—u) (3)
Preuves :

¢ Que a) implique b) est laissée au lecteur. Pour prouver que b) implique a), observons que

Nw) -2+ Ny
%EZ)) VO NQ) est dans le convexe et donc N(u+v) < N(u)+ N(v).

e soit u<v<w<u+7m :e"’ estcombinaison linéaire de(e",e") ; en résolvant le systéeme
(xcosu+ ycosw=cosv,xsinu+ ysinw=sinv)
il vient

v _ SIN(W=V) G SIn(V—u)
sin(w —u) sin(w —u)

(4)

Comme les trois sinus sont positifs, sin(w —u)N(e") < sin(w—v)N(e™)+sin(v —u)N(e"),
ce qui prouve que a) implique c).

e Supposons c) vraie et prouvons N(z+z')< N(z)+ N(z").

Posonsz = re™, z' = se™ , en supposantu < w < u + 7 (ce cas suffit) et posons z +z'= pe"”.
Onaalorse” = e+ ¢ etu<v<w : c)entraine N(™) < %N(ei”) +%N(eiw) ,d’ou

N(z+z")<N(z)+N(z").

Une semi-norme N du plan est entierement déterminée par f(8) = N(¢”?) car N(re®) = rN(e”)

pour toutr =0 ; on peut méme restreindre @ a parcourir [0,7] car f(@+7)= f(6).

En utilisant| N(u)— N(v) | < N(u —v) ,on montre que f, de période 7, est continue sur R puisque
| £ ()= f(t") | S N(e" —e") <|cost—cost'| N(1,0)+ |sint —sint' | N(0,1).

La fonction £, si elle dérive d’'une norme, est donc assujettie a la condition :

f(w)sin(w—=v)+ f(w)sin(v—u) > f(v)sin(w—u) quand u<v<w<u+rx.

En particulier, siv=(u+w)/2, f(u)+ f(w)= 2f(v)cos(wz_uj.

3) Soit N, (x+iy) = I[O [| xsint— ycost |du(t), ou i est une mesure positive et bornée
T

sur [0,7] 2: N, est une semi-norme et p est unique.

Il est facile de vérifier que N# est une semi-norme.

2 C’est un abus de langage : W est en fait définie sur la tribu des boréliens de [0, 7z[ , lesquels sont les intersec-

tions des boréliens de R avec[0, 7] .
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Si N, n’est pas une norme, il existe (x, y) # (0,0) tel que_[[o [| xsint— ycost |du(t)=0 :onen
|
déduit que @ : | xsint — y cost? | est nulle presque partout pour psur [0,7] . Comme @ ne

s’annule qu’en un point de [0,7] , W est une mesure de Dirac concentrée en ce point.

Exemples.

* Si pest la mesure de Lebesgue A, N, (€)= j:| sin(f—6) |dt =2 etdonc N(x, y) =24x* + y*.

* Si p est I'addition de A et de la mesure de Diracen /2, alors N, (x,y)= 2Jx*+ y + x|

Voici le cercle unité pour Nu :

tin/2

On observera les deux points de non-différentiabilité en e :sipaunatomeen ¢, le cercle
+it ;

n’aura pas de tangente en ¢~ . Comme le nombre d’atomes d’une mesure est dénombrable, on

peut comprendre (ce n’est pas une démonstration, elle sera faite au § 10) qu’un cercle pour une

norme comporte un nombre dénombrable au plus de points sans tangente >.

e Supposons WL portée par un ensemble fini {tl,tz,...,tn} c[0,7z][, alors

n .
N(x,y)= 21 | xsint, — ycost, |.u(t,).
On supposera bien sir aucun u(#,) nul; N est une somme de valeurs absolues de formes linéaires.

Le cercle unité pour N est un polygone convexe de centre O et de sommets ir(k)e”" avec

1
r(k) = - : ne reste plus qu’a joindre ces 2n points, ce qu’on peut faire avec Maple

2 Isin(t; =5,) [my

i=1

par ce programme que je dois a Alain Esculier.

> restart : with(plots) : m:= (k,n) -> a définir : t:=k -> a définir :

* On pourra consulter http://www.daniel-saada.eu/fichiers/29-Convexes compacts du_plan.pdf




Daniel Saada 28 avril 2014

> bouleDaniel:= proc(n) local tp :
tp:=evalf([ seq(1/add(m(k,n)*abs(sin(t(i)-t(k))),k=1..n)*[cos(t(i)), sin(t(i))],i=1..n)]):
tp:=[op(tp),op(expand(-tp))]:
print(cat("sommets de la boule : ",2*n),tp);
display([polygonplot(tp,color=blue,thickness=3,style=line),
pointplot(tp,symbol=circle,symbolsize=20,color=red)],scaling=constrained);

end:

Pour n=4,t, = z/2k, u(t,)=kzx/n, on obtient le polygone

0.2

014

dont les 8 sommets ont pour coordonnées

+(0,0.16), £(0.22,0.22), +£(0.48,0.20), £(0.47,0.09).
Montrons que N, = N, implique = M' (/' étant une mesure positive et bornée sur [0, 7] ).
a) Coefficients de Fourier de f, (/)= N, (e")
Comme f, est continue et de période 77, son niéme coefficient de Fourier est%j;[fﬂ (t)e*™dt .

w . .
X 2int
Bornons-nous a caIcuIerJ-O Nﬂ(e”)e dt,ne 7.
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Comme N, (¢") = j0”| sin( — x)u(dx), jo N, (e ™dt = jo [ jo |sin(t—x)]| ezimd,u(x):| dt.

Par Fubini et le changement de variables? <— ¢ — x , il vient
N [If |sin( - )| eZimdr} du(x) = jo”[ [ sint| ezmww} du(x) .

. .. T—x . : . T . .
Comme |sin | est de période 7 : j |sint | &™)y = ezme'O |sint | e*™dt
—X

z ity 2int 7, . 2int T 2inx _ 2 T 2inx
etdonc [N, (e")e dt_jo Isint|e dtxjo e du(x) = jo M du(x) .
7 ity 2int 7, _ 7T dint
On a donc .[0 N, (e")e " dt = . .[0 e”"d u(t) pourtout ne 7 (5)

b) Les mesures [ et LU’ sont égales

D’apreés a), J.[O ”[ezmxdlu(x) = -[[0 ”[ezinxd,u '(x) pourtout ne Z.

Transportons les mesures W et W sur le cercle S = {eit ite R} au moyen de I'application A(¢) = e

: h est une bijection continue de [0,7] sur S . Sa réciproque A~ ne peut étre continue partout sur

S sinon [0, 7] serait compact et en effet, 4" est discontinue enz =1 ; comme elle est seulement

discontinue en ce point, elle est mesurable®.

En posant 0= puo hleto'= u'o h™", on définit deux mesures positives et bornées sur S'.

Le théoréme du transfert ( [3], page 330 ) donne alors Isfda = I[o [(f oh)du> pour toute f
4

O -intégrable sur S . De fagon similaire et comme / est bijective, j[o [gd,u = Isg oh™'do
4

pour toute fonction g p-intégrable sur[0, 7] . Donc

j M du(x) = j R (x)du(x) = [ s"do(s).
[0,2] [0,2] s
L'égalité Ls"da = .[Ss”do” , vraie pour tout n e 7, s’étend par linéarité aux combinaisons li-
néaires finies des mondmes (s"),.,, qu’on appelle polyndmes de Laurent®. Ces polyndmes sont

denses pour la norme uniforme dans I'espace vectoriel C(S,C) d’aprés le théoréme de Stone-

Weierstrass. Il en résulte que Isfda = IS fdo' pourtoute f continue sur S avaleurs complexes.

Déduisons-en o =0"' :

* Le lecteur est invité 3 justifier cette affirmation.

® Exprimée sous la forme I fdo= I[O [(f oh)d(o o h), c'est la formule du changement de
T

h([0,7])
variable.
® par analogie avec les séries de Laurent.
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(i) Tout ouvert U non vide de S est de la forme {s: f(s) >0} avec f continue : il suffit de poser
_ d(s,S—-U)
S = IS -0 rdG.a)

ol d est la distance euclidienne et @ un pointde U ’.
Posons f, (s)=min(1,nf(s)). Les fonction f, étant continues, on a J‘an do= Lfn do' pour

tout n.

Comme la suite (f,) est croissante et sa limite simple est la fonction indicatrice de U, le théoréme

de Beppo-Levi donne o(U)=0"'U).

(ii) Deux mesures qui coincident sur les ouverts sont toujours égales sur les boréliens : c’est une con-

séquence du théoréme de la classe monotone.

Les boréliens B qui vérifient 0(B) = o'(B) forment une famille monotone M .

Cette famille monotone contient les ouverts et est stable par intersection finie : M contient donc la

tribu engendrée par les ouverts qui est la tribu des boréliens.
Onadoncbien c=0";enfin, u=u' caru=coh etu'=0'"h.

Remarque. L'unicité tombe en défaut si p et p’ sont « définies » sur[0, 7] : les mesures de Dirac

en 0 et sont distinctes et cependant j[o ]ezi"xd,u(x) = I[o ]ezi”xd,u '(x) pourtout ne 7.
7T JT

Dans toute la suite, on se donne une norme N du plan ;

on veut prouver qu’il existe une mesure (1 positive bornée sur [0, 7]

telle que N(x+iy) = j0”| xsinz— ycost |du(r).

4) Pour tout entier n > 3, il existe une norme N, telle que{z :N,(2) < 1} soit le polygone

[lj
plein fermé (P,) de sommets e—n.)' out; =(j—lz/n,je{l,..2n-12n},

N(e
a) Existencede N,

Les abscisses t étant croissantes et également espacées, le polygone plein fermé de cotés

it it
. . Jtn J
it; it , . L. e

[e/,e’™'] est régulier, convexe et de centre O. (P,) restera symétrique car

it ; == it; "
N(e’™") N(e’)
Montrons que (P,) est convexe en raisonnant sur trois sommets et trois cotés consécutifs : si Mj

l[j

. o e p o ,
est le point (xj,yj) d’affixe ———, on va prouver que l'origine O et Mj sont de part et d’autre
e J

de la droite qui joint M;_; a M ;.

7 Ce résultat s’étend a tout espace métrique (E,d).
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Cette droite a pour équation cartésienne D(x,y)=0, ou

COSt sint, sint, sint; COSt COSt .
D(x,y)=| x~ it]-+11 m -+11 - m -_11 |V n -+11 it]-+11 - it{_ll :
N(e ™) )\ N(e’") N(e’) N(e’™") )\ N(e’™") N(e’)

Comme D(0,0) est du signe de sin(¢;_; —

]+]) qui est négatif, il nous faut montrer que

sin(¢.., —¢. sin(¢. —t, sin(# ‘
D(x;,y;)>0.0rD(x,,y,)= .("H ".) + .(J j_.l) - (= 1;1) , qui est

N(eltﬂ,] )N(eltj) N(eltj )N(eltj_l ) N(elt‘/ﬂ )N(eltj_l )

positif en vertu de (3).

Le compact (P,) étant d’intérieur non vide, convexe et symétrique est le disque unité fermé d’une

norme du plan, définie par N, (z) = 1nf{a >0: —e (P )} (théoreme de la jauge ®).

b) N, est affine sur les cotés du polygone de sommets e

Soit C le point d’affixe €’ g , C un point du segment C C..,, z I'affixede C.

JH1

D’une part, z = re" avec t€ [¢,,2,.1] et donc selon (4)
sin(?;,; — t) sin(f—1¢;)
J+l —1; ) Sin(tj+1 - tj)

D’autre part, il existe A € [0,1] tel quez = Ae + (1- /1)eit/+1 ,d’ol 'on déduit A=ar, 1-A=>br,

it _

it , it it; it
= Sin(z e ™', que nous abrégeronsen €' =ae ’ +be /.

1
etdonc r=——-.
a

+b
Soit P Iintersection de OC avec M ;M ., :I'affixe de P est pe” etil existe ue [0,1] tel que

o ity
~ e
pe' =pu +(I-p)——
N(e") N(")
U 1—u 1
Onadonc pa = — , pb=———etdoncp = — — .
N(e") N(e"™) aN(e")+bN (")

Comme N, (re") = %Nn (pe) et N,(pe")=1 par hypotheése, il vient

aN(e ’)+bN(

IH) lt] _ llj+1
o = AN(")+(1-HN("™).

Nn(reit):r/p_

On a bien prouvé que N, (ﬂe[tj +(1- ﬂ)eit’*‘) =AN (eit’)+ (1-A)N, (eitj“) (6)
puisque N (e V)= N(e”’) et N, (e Uy = N(e by

c) Forme explicite de V,

Par homogénéité, N, (ae”f +beitf“): aN(eitf)+bN(eitf“) quand a et b sont positifs.

8 http://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./j/jauge.html




Daniel Saada 28 avril 2014

sin(?;,, — 1) i, sin(t—1¢;)

. e .
sin(?;,, —1,) sin(?;,, —1,)

. . . 1 it ; o .
En particulier, siz€ [¢;,¢,,,], comme e’ = e ™, il vient

sin(t;,, —)N(e"") +sin(t — ¢, )N(e"™)

sin(?;,, —1,)

j+l

N,(e")= (7)

ce qui explicite NV, sur le plan tout entier.

ltj

N(e")
Vérifions cela :site]t,,t, [, alorst, <t<t,,, <t,+7 etdonc

N(e")sin(t,,, —t,) < N(e")sin(t,,, —t)+ N(" )sin(t—t,).
N(e™)sin(t,,, —t)+ N(e"")sin(t - t,)
sin(t,, —1;)

ce qui jette un autre éclairage sur N,,.

Remarque. Comme les appartiennent tous a {z :N(z)= 1} , ilenrésulte N, 2 N.

D’'ou N(e") < =N, (e")

5) Il existe une mesure y, discréte telleque N, =N,

) n
a) ll existe des réels m, >0 tels que N, (e"/) = ka |sin(z, —,) | pour je {l,...,n}.
=1

Introduisons la matrice carrée A d’ordre n de terme général a,, =|sin(¢; —£,) | : nous allons prou-

ver que A est inversible. En effet, soit B la matrice d’ordre n définie par :

b,; =—sin(t,,, —t,_|) =—sin(2z / n),
b,y =sin(t; —t,_) =sin(z /n), i allant de 1 an-1,
b,y =sin(t,, —t,)=sin(z/n), i allantde 2an;

b ,=b,,=sin(r/n),
bij =0 partout ailleurs.

Le produit AB est la matrice diagonale D de terme général d;; = 2sin2(71'/n) :d’ol
A = -
2sin’(z / n)

On en déduit

2sin’(zr/ n).m; =sin(t,,, —t,)N(e"™) —sin(t,, —t, , )N(" ) +sin(t, —t, )N("")  (8)

d’ou m; 2 0 en vertu de (3).

Soit 4, la mesure discréte positive définie par 4, (t,) =m,, i allantdela n.

b) N, (") = > my |sin(t; —#,) | pour j€ {n+1,...,2n}
k=1

En effet, N, (e"/™) =N, (") et sin(t; + 7 —1,) [Hsin(t, —1,) .
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n
c) N, ()= ka |sin(z —¢,) | pour tout réel ¢
=1

sin(t;,, —)N(e") +sin(t — ¢, )N(e"™)
sin(?;,; —1,)

Utilisons Nn(e”) = quand 7€ [7;,7;,,] : d"apres b), il suf-

fit d’établir que pour tout (7,k),
sin(t;,, — 1) [sin(z; — £, ) [+sin(z —¢,) [sin(Z;,; — 1) |

|sin(t—1t,) |= -
k sin(z;,, —¢,)

. sin(t t sin(t—1¢;) 4,

L'égalité e’ = — (j~ ) ( ) ¢""' montre que
sin(?;,; —¢, ) sin(?;,, —1,)
sin(¢;,, —¢)sint, +sin(¢f —t¢,)sint,
sint = (G =) — (t=tj)sint pour tout 1€ [,,2;,,]
sin(?;,, —1,)
sin(?;,, —t)sin(z; — 4, ) +sin(t = ¢,)sin(z,, — ;)

et donc, par translation, sin(¢ —¢,) =

sin(?;,; —1;)

En distinguant les cas?, <¢,,#, =t,,,, on arrive sans mal a ce qui était souhaité :

=) [sin(¢; =) |+sin(z—¢;) [sin(Z,;,, — ;) |
sin(z;,; —1;) ’

sin(?,

|sin(t—1,) =
s .
d) Nn(x+iy)=j0 | xsint — ycost | u, (dr)

En effet, N, (') = ka |sin(@—¢,)|= I:| cos@sint —sin@cost | u,(dt) ;
=1

. .0 fo s N k4 .
en écrivant x +iy =re" ,onarrivea N,(x +iy) = .fo | xsint— ycost|u,(dt).
Remarque. Comme les m; sont uniques, on retrouve I'unicité de la mesure u, associéea N, .

6) Les mesures /1, sont uniformément bornées

Additionnons, pour j allantde 1a 7 , les deux membres de (8) :
it . it . it

—t)N(e’"")—sin(t;,, =1, )N(e’) +sin(t, =1, )N(e ™).

Comme z; N(" ) = Zn_ N(") = Zn_ N("™Y,

mej 2sin(z/ n)—sin(27x / n) ﬂz NG it
2sin’(z/n)zr/ n /=

2sin*(z / n).m; =sin(z,,,

n . pe . 1 z it
et donc 21 m; tend, pour # infini, versEJ.0 N(e")dt.

T
La suite x, ([0,7[[) = jo ldu, estconvergente, donc majorée, disons par K .
7) N,(e") converge uniformément vers N(e") sur R

Nous donnons une démonstration formelle puis nous illustrerons le résultat.
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Soit j, I'entier vérifiant?, <t<t, ;onposerat, =t ett, =t

./n+1 '

Ondedonnee>0.

a) A partir d’un certain rang n, | N(e")— N(e")|< & siu=t, ouu=t, .

En effet, N étant continue et périodique est uniformément continue et|t—u|<7z/n.
b) Enposanta, =t,,—t eth, =t—t,, la formule (5) donne

sina, +sinb,
sin(a, +b,)

sina,

sin(a, +b,) (N(eitn )= N(eit))

N, (e")—N(e")= [ 1) N(e")+
sin bn (N(eitn+l ) . N(eit))
sin(a, +b,) ’

sina,, ot sinb,
sin(a, +b,) ~ sin(a, +b,)

CommeO<a,,b,<a,+b,=7/n, sont positifs et inférieurs a 1.

sina, +sinb,

sin(a, +b,) !

Aussi | N, (e")—N(e")|< N(e")+2¢& ; N(e") est majorée sur R car continue

sina, +sinb, . 7w/n
sin(a, +b,) ~sin(zr / n)

et périodique ; enfin 0 < 1 :la convergence uniforme de N, vers
N sur la circonférence euclidienne unité est établie.

En particulier, N(x +iy) estlalimiteen n de N,(x+iy).

c) lllustration

La norme N est une fonction numérique continue sur le cercle S qu’on approxime par des poly-

gones réguliers inscrits :

Comme N, = N sur les sommets et N, est affine sur les cotés (6), la convergence uniforme de N,

vers N provient de la continuité uniforme de N .
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8) La suite des mesuresc, =, oh~' converge vers une mesure ¢

a) Extension de la mesure discréete u, a [0,27] et nouvelle écriture de N,
2n

n
D’abord, on peut écrire N, (x +iy) = ka | xsint, — ycost, |:§ka | xsint#, — ycost, | en
k=1 k=1

prolongeant u, sur[0,27[ par i,(¢,) =m,_, quand k vade n+1a 2n.Ainsi, 4,(t, +7)=pu,(t,)
pour k allantde1an.

. 12 . .
Onadonc N, (x+iy) = EJ.0”| xsint—ycost|du,(t) ; plus généralement,

T 2n z
_|.02 fdu, =Zm,{f(tk)=2.[O fdu, .
k=1

On définit la mesure discréte et positive 0, sur le cercle par o, (+e"*)=m, , kallantde 1an.
Evidemment, 0, est symétrique :

pour tout sous-ensemble A de S, 0,(A)=0,(—A) et J.S f(=x)do,(x)= Isde'n .

2n
V4 .
La masse de O, est ka , qui a pour limite .[o N(e")dt (voir § 6).
k=1

Grace aux formules d’Euler, xsint — ycost = Px’y(e”) ou Rc’y est un polyndme de Laurent, et

. 1
Nn(x+ly)_EJ‘S|Rc,y |do-n :
Appelons L, I'intégrale attachéeao, : L (f)= Jsfdan .

b) L(s*)=lim .[S skO'n (ds) existe pour tout k€ Z
n
: k 27 ikt ol 27 ikt e
Puisque ISS o,(ds)= Io e"'du,(t), nous allons établir que Io e"'du,(t) converge pour n infini,

en distinguant £ pair de &£ impair :

2n 2n 2n
2r . . . .
i(2k+1)t i(2k+1)t; iCk+)(y+m) _ i2k+)ty,
. jo e du,(t) = El e m, =0 car El e = El e ;

. joz” AMdy ()= 2j: Mdy (1) = (1-4k>) jo” N, (e")e**'dt d'apres 3 a) et (5)

Comme N, (e") — N(e") uniformément, limI: NN (e")dt =j0” e*™M N (e")dt

donc Iozﬂ e™du () tend vers(1—4k> )I: N(eMe* dr .
En conclusion, L(s2k) =(1 _4k2)J'ZN(eit)e2iktdt ot L(S2k+l) —0.

T
Remarque. Avec k =0, on retrouve la convergence de Jo ldu, , établie en 6).
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c) L,(f)aunelimite L(f) pourtoute f continuesurS'.

D’abord L(P) = limjs P(s)o,(ds) existe pour tout polyndme de Laurent P.

On se donne f continue sur S ; soite > 0. On peut écrire

L,(f)-L,(f)=L,(f)-L,(P)+L,(P)~L,(P)+L,(P)~L,(f)-

Il existe P de Laurent tel quemax | f(s) — P(s)[< &€ ; une fois P choisi, a partir d'unrang N,
s
|L,(P)—L,(P)|<€&simn=N.
Ensuite, | L,(f)—L,(P)|S| f —P|0,(S),0rc,(S)=2u, ([0,7[) <2K (6))
Autotal, |L,(f)—L,(f)|<e+2Ke désquem,n= N : L (f) estde Cauchy donc converge,

sa limite étant notée L( f).

c) Il existe une mesure symétrique o telle que L(f)= J.s fdo pour toute f continue
La limite simple L des L, est une forme linéaire positive sur C(S) ; comme S est compact, le théo-

réme de représentation de Riez [1] assure qu’il existe ¢ positive et bornée sur S telle que

lirrlnjsde'n = jsde' pour toute f continuesur S'.

On dit que 0, tend vers o vaguement, ou étroitement, ou faiblement %,

Symétrie de o .
Etablissons que 0(—B) = 0(B) pour tout borélien B de S en introduisant la mesure ' définie par

0'(B)=0(=B).Pour f continuesursS, posons g(s)= f(—s) : comme O, est symétrique,
L, (f)=L,(g) pourtout netdoncL(f)=L(g),d ot IS f(=x)do(x) :IS f(x)do(x).

Or jsf(—x)dG(x) :ISf(x)do"(x) , aussi J.Sde' :ISfdG' pour toute f et 0'=0 avec 3 b).

9) il existe L telle que |N(x+iy) = I:| xsint— ycost | du(t)

Comme| xsint — ycost |=|Rc,y(eit)| etque| P, , | est continue sur S :

o g ‘ 1 1
N(x+iy)=limN, (x +iy) =limz [ 7| P, () | du, (D =lim3 [ | P, () |do, () =5 [ (| 2., (5) | do(s)
Soit i la mesure sur[0,277] définie par 1 =G o (t > €"): on sait que

Jioan /(€)= [ do

) o . 1 127 i 1 27, .
dou N(x+i) =5 [ | P, (s)|do(s) =5 | "I P, (") |du(t)=5 [ " | xsint — ycost| du(o).

9 . ..
Ces trois modes de convergence des mesures se confondent ici car S' est compact.
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2r 4
Reste a voir que %J.o | xsint—ycost|du(t)= Io | xsint— ycost | du(t), ce qui équivaut a
2 . s .
_[ | xsint— ycost|du(t) = Io | xsint— ycost|du(t).
V3

Comme O est symétrique, u(B+ )= u(B) pour tout borélien de[0,7[ ; k:¢+> 7w +1¢ estune

2
homéomorphie de [0, 7] sur[7,27] et I:fdy =I ”(fok_l)d(,u ok™").Si f est de période 7,
T
2
ce qui est le cas det 5| xsint — ycost|, fok™ = f et j:fd,u :J- ”fd(,u ok™") ; enfin, comme
V3

2
uok™ coincide avec u sur [,27], Lffd,u :I ”fd,u , ce qui achéve la démonstration.
T

Remarque. La masse de p est la limite des masses des u,, car

yri ([O, 27[[) =0(S)=limo,(S) = J.Oﬁ N(e")dt = limu, ([0,275[)
mais j'ignore siu, tend vers .
10) Une application de la représentation intégrale

Nous allons prouver que le cercle unité pour une norme quelconque N du plan, noté S,,, posséde

une tangente en tout point sauf sur un ensemble dénombrable de points en lesquels il y aura deux

demi-tangentes.

a) Paramétrisation de S,
Si z=re € S, ,alors N(z) = rN(e)=1, donc r =1/ N(€") : tout point M de Sy estdonc

cos@ siné ]

paramétré par| ——,————
(N(elg) N(elg)

Pour alléger I'écriture, on posera f(6) = N(e”) = J.Oﬂ| sin(¢ —6) | du(t) etdoncr=1/ f.

b) f estde classe C'si M est sans atome

Commengons par établir la dérivabilité a droite en tout 8]0, 7] .
Puisque £(6) = j0”| sin(z— ) | du(t) = .[Ogsin(ﬁ —)du(t) + I:sin(t —6)du(t)
alors f(0+h) = j:”’ sin(@-+h—)du()+ [ sin(t~ 6~ h)du(1).
Pour &> 0, on peut écrire
F(O+h)- f(6) = j:[sin(m h—t)—sin(6 — £)]du(t)
+ j;’[sin(t —6—h)—sin(t— 6)]du(t)

42 :”’ $in(0 + h — ) du(0).
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On divise par & et on fait tendre % vers zéro :

0
la premiere intégrale tend vers J.o cos(@ —t)du(t) par convergence dominée (utiliser
|sinu—sinv|<|u—v]);
V3
la deuxieme tend vers _Ie cos(t —6@)du(t) par convergence dominée aussi ;

la troisieme tend vers O car u n’a pas d’atome : onad’abord0< @+ h—t<h,donc

1 ¢60+h . 1 ¢6+h . 1 .
0 ja sin(6+h—)du(t) < jg sin(h)du(r) = -sinhx (8,0 + ) et u(6,6+h) —0.
La dérivée a droite de f/* en € est donc J.Og cos(8 —t)du(t)— JZ cos(t—O)du(t).

La dérivée a gauche de f en 8€]0,7[ est la méme puisque pour/ >0 :
o_ . .
f(O@-h)—f(0)= .[O [sin(@ —h —1t)—sin(@ —t)]du(t)
+f : [sin(t — 8 + ) —sin(t — 6)]du(?)

0
-2 jg_h sin(@ — 1 — h)du(?).

Les deux cas particuliers 8 = 0,7 s’étudient de la méme manieére.

Onadonc f'(0) = J.OQCOS(H —1)du(t)— I: cos(t —6@)du(t) pour tout @ (on pourra vérifier avec la

norme euclidienne) ; la continuité de /' est facile a établir.

c) Dérivabilité de f quand p est discréte

Si u est portée par(?,),s,, alors Z::yu(tn) <4oo et f(0)= Z::1| sin(@—t¢,) | xu(t,).

Chacune des fonctions @ —|sin(€ —¢,,) | est dérivable a droite et a gauche et on vérifie sans peine

gue la dérivée a droite est continue a droite et la dérivée a gauche est continue a gauche.

Comme la dérivation terme a terme est légitimée par la convergence normale, f est dérivable a

droite et a gauche, la dérivée a droite étant continue a droite, la dérivée a gauche étant continue a

gauche.

d) Cas général

Rappelons d’abord pourquoi 'ensemble D des atomes d’'une mesure est dénombrable : D est la
réunion dénombrables des ensembles finis D, ={re [0,z[: u(t) 21/ n}.

Pour tout borélien B de [0,7] ona u(B)=u(BN D)+ u(B ﬂB) : aussi W est la somme de deux

mesures i, et u, , 4, étant discréte et u, sans atome.
Comme f(8) = j0”| sin(t - 0) |du(t) = j:| sin(t — 0) | du, () + Lf| sin(t—0) | duy (), f estla

somme d’une fonction ayant en tout point des dérivées a droite et a gauche et d’'une fonction c'.
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Ainsi f posséde en tout point des dérivées a droite et a gauche : de ce fait, elle est dérivable sauf sur

un ensemble au plus dénombrable ; de plus, sa dérivée a droite est continue a droite et sa dérivée a

gauche est continue a gauche.

e) La condition de concavité 1/7+(1/7)">0

On suppose 7 =1/ f deux fois dérivable. Pour 2 >0 :

f'@+h)-f'6)= J.Og[cos(é? +h—t)—cos(6 —1)]du(t)
+'[: [cos(@—1t)—cos(8—t+h)]|du(t)

42 ;”’ cos(6 + h — )du).

On en déduit facilement que

SO+ hz —/(©) a une limite si et seulement si

LO-N=SO) oo #O-1.0)

Si on appelle F), la fonction de répartition de ., F;l(ﬁ) =u ([0, 9]), F,, " existe donc partout et

£0) = Iogsin(ﬁ— Odu(t)+ [ sin(@ - )du(1) + 2F, '6) .
Aussi f"(0)=—f(0)+2F,'(0) et f+ f"=2F,'20 car F, est croissante.

ﬂ(9,2’+h) ena

une ; méme conclusion pour

Commer =1/ f,onretrouve bien 1/r+(1/7r)"=0.
11) Détermination de p en fonction de N
Nous levons le voile sur la mesure p en I'exprimant en fonction de la norme N .

a) Un cas particulier

Si f est de classe C?, F," est continue et p est de densité F, '. On a doncdu = %(f + f"MdA,dou
i6 1 T n
N(e) =5 Isin(t=6)|(f()+f"(0))dr

et N(x+iy):%j;|xsint—ycosl|(f(t)+f"(t))dt.

b) Le cas général

Nous avons vu que si f est de classe Cz,Fu "estcontinueet f+ f"=2F, ' :enintégrant, il vient

fogf W)du+ f'(8)— f'(0)=2F,(6).

I 1
Cette formule est encore vraie si f* est seulement C°, ou p sans atome :
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[ f ) = jo‘g(j(ﬁ sin(u—1) | d,u(t))du - jo”(j:| sin(u—1) | du)d,u(t) o
(17 1sin(u— 1) | du)duo) = [° [ sin(u— 1) | due)duo) + [ ([ sinu = 1) du | du(r)
0 0 0 0 6 0
= .[09 [2—cost—cos(8—1t)]du(t)+ J.: [cos(@—1t)—cost]du(t)
=2F,(0) —J.;costd/z(t) - j:cos(a— 1) du(t) + j;’cos(e— 1) du(t)

= 2F#(0)—J-:costd/1(t) ~ £'(6).
Comme f'(0) = —chost du(t), la vérification est terminée.

Quand p a des atomes, f' n’existe pas partout, nous la remplagons par la dérivée a droite ', .

On avu que p se décomposaitenV + p, ol V est sans atome et p discréte : pour chaque atome,
de, p(t,) = ult,) etalors £(6) = g(6) + h(6) avec

2(0) = ["Isin(t— ) |dv(r) eth(8) = " |sin(0—1,) |xuz,).
Par linéarité, j: f@)du+ f,'(6) = j: o) du+g'(6)+ j:h(u)du +h,'(8) ; on sait que
joeg(u)du +g'(0)=2F,(0)+ g'(0). Reste a étudier Iogh(u)du +h,;'(8) :si h seréduisaita un

. 6 (—cost)u(t)sit> 6
seul facteur |sin(@ —¢) | xu(t), alors Io h@w)du+h,'(0) = 2 () sit< @ On en déduit
—cost)u(t) sit<

joeh(u)du +h, ' (0)= Y 2 —cost, u(t,)~ Y cost, u(t,) = 2F,(0) = Y cost, ut,).

t,<0 t,>0 n

Enfin, Zcos t,.u(t)= j:cost d p vaut exactement —/,'(0) . On a donc
6
[ raydu+ 1, (0)=2F,(0)+ £,'0).
p est donc la mesure de fonction de répartition %(‘[06 fw)ydu+f,'(0)- f, '(0)) , f(6)= N(eig) :

17 i6
La masse de uestF(ﬂ):EJO N(e”)do.

.. . ; . 1 . .
Rappelons pour finir comment on calcule I'intégrale d’une fonction C connaissant la fonction de

répartition :Ibgdm =F, (b)g'(b)— Ibg'(t)Fm (¢)dt (remplacer g(x) parg(a)+ ng'(t)dt ).
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