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Les univers QI. considérés, non réduits a un point, sont munis chacun d’une tribu Tl ,1 décrivant un ensemble [ ;

pour chaque indice i, on suppose définie sur I'espace probabilisable (Qi,’];) une probabilité p; . Il est bien connu
que lorsque / est fini, il existe sur(Hiin ,6;)’]:) une seule probabilité P telle que P(T; X...xT,) = H’l’ pAT),
chaque 7, étant dans la tribu ’]; et n désignant le cardinal de I .

Le but de cette note est d’exposer la généralisation cet important résultat a / infini.

Notations. Rappelons que C = A+ B remplace C = AU B quand A4 et B sont disjoints. L’hypothése du continu est
admise :sicard E > card N, alorscard E > card R =c .

A - Tribu produit sur [ [ (Q,,7))

La tribu produit 7 sur Hie1Qi est par définition la tribu engendrée par les événements E(j,Tj) qui s’écrivent
HieJTi avec T; =€, pour tout i sauf pour un indice j pour lequel Tj est un élément quelconque de la tribu TJ
E(j,T;)=Q X X..0 XT; X Q) X XQ X
E(j,T;) est donc un élément de Hiel’]; .

On note encore 7 = (;9’]; et on dit que (HZEIQI. ,(;9’]:) est le produit des espaces Hie] (Q,,7).

Si pour un certain j une famille de partiest engendre la tribu Tj, alors on peut rempIacerE(j,Tj) par E(j,Fj) .

i)
i#j

Si(J,K) est une partition de / , anrs(®Tj) ® (@’]7{) =®7; ([2], p.75) en particulier(@ ’Tj ®7,=®7, pour
J K I I

tout j . Si H[A' € (;9’]; , alors on peut écrire (H#in)XAj € (@ ']:j ® 7, eton sait alors ([3], p. 209-210) que

e j
i#] ?
4;€ Tj :il en résulte queHIAi € @’Tl implique 4; € 7, pour tout i de / et que H[Ai ¢ @7: si l'un des 4;

n’est pas dans sa tribu 7, .

Lorsque [ est fini, 7 est engendrée aussi par la famille plus vaste des produits 7; X7, X...X T, de H

iel L7

Lorsque [ estinfini dénombrable, 7 est engendrée par les produits H/ I, de H] 7. . Dans ces deux cas :

-7 = ®Z est la tribu engendrée par le produit cartésien des tribus H‘el’]; ;
I 1

— les singletons de Hiel €2 appartiennt a T si chaque’]; contient les singletons de Q2. .

Si X, estI'application coordonnée de HiE[Q,. dans Q,, définie par (@)),.; = @, alors
E(j,T)={we Q: X (w)e T}=X;"(T).
Aussi, 7 est la plus petite tribu qui rend mesurables toutes les applications coordonnées X,.
Pour j fixé, 'ensemble des £(j,T'), obtenu quand 7" varie dans 7, est la tribu réciproque XJ_.I(TJ.) :7 estdonc

aussi la tribu engendrée par la réunion des tribus XJ_.I(TJ.) quand j décrit/ .
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Pour K inclus dans /, soit 7, la projection de H[eIQl. sur erKQk définie par (@),.; = (@, )4ex et 7y la

iel
tribu réciproque 72'1}1 (®Tk) :siK estinclus dans L, il est évident que 7 estincluse dans 7 . De ce fait :
K

— pour [ infini, la réunion des tribus 7, obtenue quand K parcourt les parties finies de / est une algébre qui

engendre ®7,.
1

— pour / non dénombrable, la réunion des tribus 7, , obtenue quand L parcourt les parties dénombrables de / ,

est une tribu égale a ®7;.
1

Dans ce dernier cas, si A estdans 7 , il existe L dénombrable telle que A€ TL . On en déduit :
— le cardinal de A est au moins 2°, puisque card Q, 22 etcard [ > ¢,

— il n’y a pas de singleton dans la tribu produit,

— A ne dépend que d’'un nombre dénombrable de coordonnées,

( Ql’l l)

Pour simplifier I'exposé, on impose (Q,,7;) = (£2,7 ) pour tout i de / et on se donne une probabilité p sur (,7).
On veut définir une probabilité P sur(§21 I = ®7:) sous les conditions suivantes :
I
— pourtout j de [ ettout 7' delatribu T;, P(E(j,T))=p(T) ;
— pour tout J fini dans / ,P(ﬂJE(j,TJ.)) = HJp(Tj) . P(@)=07

On postule donc I'indépendance des E(/,T), ou encore I'indépendance des fonctions coordonnées.

Les intersections finies de E(j,Tj) , qui s’appellent des pavés, forment une semi-algébre S qui engendre I” puisque

S estincluse dans 7 et contient tous les E(j,Tj) . Les réunions finies disjointes de ces intersections forment une

algébre A qui engendre évidemment la tribu produit I" ([3], p. 96-97).
Pour que P, définie sur S, se prolonge en une probabilité sur la tribu produit I", qui est engendrée par S, il faut et
il suffit que P soit o-additive sur S ([3],90-94) ; ce prolongement est alors unique. Nous réduisons cette condition

dans le paragraphe qui suit.

1) Si P est additive sur S, P est c-additive sur S
a) P se prolonge additivement a [’algébre A engendrée par S ([3], 97-98)
On étend P al'algébre en posant, si 4= ZT S;,P(A)= ZT P(S,), mais il faut vérifier que P(A4) ne dépend pas
de la représentation choisie pour A : Z[ S, = ZJ Sj doit donc impliquer Z[P(Si) = ZJP(S].) pour [ et J
parties finies de N. Or ceci résulte de ce que S, = ZJ (§;NS;) etdonc P(S,) = ZJ P(S. N S;), dou

2 P(S)=22, P(S;NS)) ;dememe, 3 P(S)=3, > P(S;NS).
Onadonc D P(S;)= Z}_P(Sj) = Z,,-P(Sj NS.).

On prouve maintenant I'additivité de P sur I'algébre :P(va An) = ZiVP(An)
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N e e o _
A= 21 A, etchaque A, sont réunions finies disjointes d’événementsde S : 4= Z] S;et 4, = ZkeK,, A
I etles K, étant des parties finies de N . D’abord, pour tout 7 fixé :

P(4,)= ZkeK,, P(S, )= ZK" ZIP(Sn,k NS,)= ZIP(An NS.)

ce qui est un premier pas vers I'additivité sur A .
. . N N e e s
Ensuite, comme S, se décompose en anl(Si MNA4,)= anl ZkeKn (S;NS,;),alors par additivité sur S :

P(S)=3, > PSS, )= "P(S;N4,).
Enfin, P(A) =D P(S) =D, D>, P(S;n4,)=) > P(S;NA4,)=) P(4,).

b) P(S,) — 0 pour toute suite décroissante (S, ) d’événements de S et d’intersection vide.
Chaque S, étant un produit H]Aw’ , ﬂn S, ne peut étre vide que s'il existe i, tel que ﬂn A, estvide.
P étantune probabilité surQ etlasuiten > 4, ; étant décroissante, lim p(4,; ) =0 ; comme P(S,) < p(4, )

par constructionde P, P(S,)— 0.

c) P(A4,) — 0 pour toute suite décroissante (A4, ) d’événements de A et d’intersection vide.
Par définition de LA, 4, est une réunion finie disjointe d’élémentsde S : 4 =S, +...+5,,.
Comme 4, estinclusdans 4, 4, =S5, +...+S,, avecS,; C§; pouriallantdelar.

Deméme, 4, =S, ,+...+5S

n,r’

les 7 suites (S, ;), étant décroissantes.
Comme l'intersection des A, estvide, il en est de méme des r intersections ﬂ S,
n >

Par hypothése, lim P(S, ;) =0 pouriallantdelar, et donc P(4,)=P(S, ) +...+ P(S,,) > 0.

d) P est o-additive sur A , et donc sur S ([3], 34)
Soit A dans I'algebre telle que 4 = ZTAn : A estlaréunion croissante des B, = ZT A; etdonc A est

I'intersection décroissante des B_n , d’'ou nn (4 ﬁB_n) =(J, chaque A r\B_n étant dans l'algebre.

Par hypothese, P(A4 mB_n) tend vers 0 ; comme A est la réunion disjointe de Af\B_]1 etdeB, ,
P(A)=P(B,)+ P(4 mBT,) et donc P(A) est lalimite des P(B,). Enfin, puisque P(B,) = ZT P(4,)
onabien P(4)=) "P(4,).

2) P est additive sur S

La démonstration utilise I'intégrale des fonction étagées ; pour la rendre plus lisible, je n’utilise pas de doubles

indices :

a)Si S=S§+..+8y,alorslg =15 +..+1 .
b) Il existe une partie finie J de / telle que S :HJAj ><QI*J,Sl = HJBJ xQ~ Sy ZHJZ]. xQ
c) Vassimile J a {1,2,...,r} : 1(x,..., x,) =1, (x)x..x1, (x,) =15 (x)%.. X1 (x,)+...+1; (x)x...x1; (x,).

d) Enintégrantsurx,,ilvient: 1, (x)X..Xp(4,) =15 (X)) X..X p(B,) +...+1; (x)) X...X p(Z,) .
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e) Par intégrations successives, on arrive a p(A4,) X...X p(4,) = p(B)) X...X p(B,)+...+ p(Z)X..X p(Z,)

ce qui prouve |'additivité de P surS..

3) P(HIAIi):H[p(Aj) quand H11416 I.

On sait que 'ensemble L des indices i pour lesquels 4; # €2 est au plus dénombrable et donc, comme p(Q)=1,
H[p(Af) = HLp(A,) : c’est le sens qu’il faut donner a P(H[ A7) = H[p(Af) .Quand L est fini, I'égalité a lieu
par construction de P. Quand L =(/,),. est dénombrable, c’est vrai par passage a la limite : HLA, est une in-

tersection dénombrable de £, = E(/,, 4,) et donc

P(IT,4)=P(N; ) =timP(N; £, ) =tim Ty 22 =TT; &) =TT, (4)

N
car la suite N —> Ho P(En) est convergente puisque décroissante et positive.

4) Une propriété d’approximation en mesure ([3], 95)

Comme la tribu produit I" est engendrée par I'algébre A , pour tout événement 7' de I, pour tout £ >0,
il existe 4 dans A tel que P(TAA) < eetdonc |P(T)—P(A)| <e.

C- EXEMPLES

1) Q est fini et I est dénombrable

On munit €, de cardinal » > 2, de la tribu 7 =P(Q) et (Q,7) de la probabilité p uniforme ; pour la clarté, on

* e b . . . . 7 .y Ve oy 7
prend / =N . Quand » =2, on modélise donc les lancers infinis (mais dénombrables) d’une piéce équilibrée ; pour

7 =6, on modélise les lancers infinis d’un dé équilibré. La tribu produit I est engendrée par les produits HTA,, ,

R - . . N"
ou les 4, sont des sous-ensembles quelconques de Q2 ; en particulier, I" contient tous les singletons de Q" .

Il existe une probabilité P sur (QN*,F) et une seule telle que, pour toute partie J finie ou infinie de N,
. 1
PN, EGT) =TT, p@) =711, cara(T))
De plus, P sera diffuse, car pour tout singleton{a)} de QN* , P({a)}) =lim (%j =0 :unthéoréme d’Ulam

([31, chap. 3) assure alors que I" est une sous-tribu stricte de l'univers Q[, bien qu’elles soient de méme cardinal,

a savoir ¢.

Dans le cas €2 fini, la o-additivité de P a une origine purement ensembliste. Soit (S, ) une suite décroissante de pa-

vés non vides de la semi-algébre engendrée parles E(j,T): S, = erN A, , ,0uA, , estunsous-ensemble de {2

(presque toujours égal a €2 mais ce fait ne sera pas exploité).
Pour tout k , la suiten > 4, ; est décroissante : comme €2 est fini, ﬂ,,An , estnon vide' pour tout k et donc

ﬂnSn # O . Il enrésulte que si ﬂnSn =, alors 'un des S, est vide et donc .S, est vide a partir d’un certain rang.

C’est pourquoi P(S,) tend vers 0 et que P est o-additive sur la semi-algébre et donc sur la tribu produit.

! Une intersection dénombrable d’ensembles infinis décroissants peut étre vide : ﬂn 10,1/n[=9.
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Rappelons pour clore cet exemple I'énoncé de la loi forte des grands nombres : I'ensemble £ des suites @ = (@), )

. 1 1 . . .
de QY telles que ;Zf ) — P appartient a la tribu produitet P(E) =1.

2) L’espace produit Q =[0,1]"

On lisait dans la composition d’Analyse de I’Agrégation interne 2005 :
On appelle Q I’ensemble des suites de nombres réels appartenant a [0, 1].

Etant donnés un entier naturel n et deux suites finies de nombres réels a = (ag, ay. ..., a,) etb = (bg, by, ..., by)

vérifiant pour tout j les inégalités 0 < a; < b; < 1,ondésigne par K, ; le pavé Ko p = {x e R"*', Vj, a; < x; < b;
n

Le volume de K, 5, eSt par définition le réel v(Kap) = [] (bj — @))-
j=0

On associe 2 K la partie Qg de Q définie par
Qx = {x = (w0, (%0, %1, ..., %) € K}.

On admettra qu’il existe sur  une tribu contenant tous les Qg et sur cette tribu % une probabilité P telle que
P(Qk) = v(K) pour tout pavé K.

La tribu choisie sur I'univers initial [0,1] est la tribu des boréliens de[0,1], qui est I'intersection des boréliens de R
avec [0,1] ; p est la probabilité uniforme sur[0,1] et/ =N.

La tribu produit est engendrée par les produits B ><[0,1]N_1 et on peut remplacer le borélien B par un intervalle

car les intervalles engendrent les boréliens : chaque €2 est une intersection finie d’événements élémentaires.
P(Q,)=V(K) par construction de P car la probabilité d’un intervalle est sa longueur, P se prolongeant a la tribu

produit qui contient tous les €2 .

3) Q={0,1} et/ =R

La tribu choisie sur €2 est P(Q) ={J,{0},{1},{0,1}} ; on prend p uniforme sur{0,1}.

La tribu produit de {0, l}R est la tribu engendrée par les événements P. et F; , i décrivant/ =R :
P={(x)e 0.1} :x, =1}, F,={(x)e {0.1}' :x, =0}

tous de probabilité 1/2.
Engendrée par une famille de cardinal ¢, la tribu produit I"est de cardinal ¢ ([3], 124) bien loin donc de I'univers

produit. Rappelons que I" ne contient aucun singleton de {O,I}R ; de plus, cette tribu est sans atome :

http://www.daniel-saada.eu/Notes/Tribus sans atomes.pdf
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