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On se proméne dans un plan en faisant des pas de longueur 1, les directions de chaque pas étant aléatoires mais
uniformes et indépendantes entre 0 et 2 radians. Si le point de départ de la promenade est I'origine O du plan rap-

ieme

porté a un repére orthonormé, la variable aléatoire égale a la position du n

S, = Z:Xi , X, =(cosé,siné),

pas est

les angles 8. étant uniformes et indépendants sur [0,27] .

S, est une variable aléatoire a valeurs dans R”, sa norme|| S, | est une variable aléatoire réelle. Le but de cet ar-
ticle est I'étude de ces deux variables aléatoires. Dans une premiére partie on prouve, par récurrence surn, que S,

aunedensité f pour n =2 ;dans laseconde, on exprime f, pourn =4 al'aide des fonctions de Bessel J, . Un

formulaire recensant leurs principales propriétés figure en fin d’article.

DansR", le produit scalaire de deux vecteurs? et x est noté <t.x > : <t.x >= Ttixi ;lanorme || x ||dex sera
abrégée en | x | quand aucune confusion ne sera a craindre ; de méme, on s’autorisera a écrire | S, |au lieu de|| S, ||.
C, désigne I'univers[0,277[" muni de sa tribu borélienne et de la probabilité p, = A, /(2x)", A, étant la mesure

de Borel-Lebesgue sur C, . On désignera par B" la tribu des boréliens de R" .

PARTIE I : les S, ont une densité pourn>2

1) Densités d’une variable aléatoire

Si X est une variable aléatoire de (£2,7, p) dans R", sa loi est la probabilité p,, définie sur B" par
px(B)=p(XeB)=p(X7'(B)).
Par définition de I'intégrale, p (X_I(B)) = JQ IX,I(B)dp = .[Q (1z0X)dp et py(B)= o lydpy , d’ou

j (130 X)dp = I 1,dp , égalité que le théoreme du transfert étend aux fonctions ¢ intégrables pour py :
Q R"

[ (ox)dp=] pdp,.

mais que nous limiterons aux fonctions mesurables bornées.
X apourdensité f signifie que p,(B) =j fdAa, =j (15.f)d A, pour tout borélien B de R", f* étant une
B R"
fonction réelle positive et intégrable sur R"”. Comme p,(B) = I (132 X)dp, avoir f pour densité se traduit par
Q

J (e X)dp =] (15.1)d4,

et on démontre alors que pour toute @ mesurable bornée sur R" : IQ(¢0X)dp = IR" (p.f)dA, .
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Réciproquement, sij (po X)dp :j (@.f)d A, pourtoute @ mesurable bornée, alors on aura évidemment
Q R"

Lz (1, 0 X)dp = _[Rn (1,.f)d A, pour tout borélien B

Il est manifeste aussi que si py = py etsi X aunedensité [, alors f estaussiune densité de Y : la densité ne
dépend pas de la représentation de X . Il en résulte que I'on peut édicter que I'univers sur lequel est définie S est

(C,,p,), les variables aléatoires uniformes sur [0, 27[ et indépendantes pour p, étant les n applications

(6,,...0,) > 6..

S, =(cos @,sin @) n’a pas de densité : en effet, le cercle C d’équation x% + y* =1 est de mesure (surface) nulle,

donc on devrait avoir p(S, € C) =0, alors que p(S, € C) =1.
2) Détermination de la densité f, de S, par changement de variables
Abandonnons les indices : notre probléme est trouver une densité de (¢,v) — (cosu + cosv,sinu +sinv)

c’est-a-dire de dégager une fonction f positive et intégrable surR? telle que pour toute @ mesurable bornée

I @(cosu +cosv,sinu +sinv)dp, = I @(cosu +cosv,sinu +sinv) dudzv = j ,0(x, ) f(x, y)dxdy .
Cy Cy 4r R

. . . . 2 2
Posons x =cosu +cosv, y =sinu+sinv, a(u,v) = (cosu +cosv,sinu+sinv) :ona x" +y~ =2+4+2cos(u—v),

@ est de classe C' (dérivées partielles continues) et son jacobien J vaut sin(v—1u).

Le carré C, est la réunion du triangle 7 = {(u,v) €eC,:0su<v< 275} et de son symétrique par rapporta y =x.
L’écriture complexe de @,u +iv — ™ + ", montre que son image est contenue dans le disque fermé D'(0,2).

@ est surjective : on résout e+’ =z quand 0 <|z €2 en conjuguant I'équation et on trouve
v z+izA4—|z |2 z—iz J4—|z |2
{e".e}= :
2 2

Si0<|z <2,z adeux antécédents, 'un dans7 , I'autre dans son symétrique ; z = 0en a une infinité ;| z |= 2 un
seul. L'ensemble des @ u,u) est le cercle S(0,2), les aXu,7r) décrivent le cercle|z+1|=1et les (0, V) le cercle
|z—1]=1.1lenrésulte que :

@ est une bijection de I'ouvert U = {(u,v)e C,:0<u<v<2mretv#u +7Z'}

surlouvertV ={ze C:|z|x2et|z—1[#let [z+1}%1 }.

CommeJ ne s’annule pas sur U, le th du changement de variable donne

1
cosu + cosv,sinu + sinv)dudy = X, y)——dxd
[ o My = [ ) ey

2 2 2
avec |J(u,v)|:|sin(u—v)|:«/l—cosz(u—v): 1—(M] =%\/(x2+y2)(4—x2—y2)-

2

D’autre part, I @(cosu +cosv,sinu +sinv)dudv = 2I @(cosu +cosv,sinu +sinv)dudv par symétrie et négli-
c T

2
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geabilité de la diagonale etJ. o(cosu +cosv,sinu +sinv)dudv = j @(cosu +cosv,sinu +sinv)dudv .
T u

Aussi, J. o(x, y)—d o(x y)—dxdy. Il en résulte que

e ™ oo Y )
: : @(x,y)
@(cosu +cosv,sinu +sinv)dudv = — dxdy
k. i ID(OW(x +y)(@=a =)

sur D(0,2) et 0 a I'extérieur (on remarquera

1
2+ p)d -2 =)

que f, estinfinie en O et sur la circonférence).

et que la densité de S, est f,(x,y)=

3) Un théoréme sur la densité

Soit B et B' deux boréliens du plan qui s’échangent par une symétrie orthogonale d’axe passant par 0. Si une pro-
menade de 7 pas a mené de O a un point Ade B, le symétrique de cette promenade va mener de 0 a un point A’
de B' :ilenrésulte que p(S, € B) = p(S, € B') ;onditque S, estinvariante par les symétries orthogonales
d’axe contenant O. En composant ces symétries, on en déduit que p(S, € B) = p(S, € B')quand B et B'
s’échangent par une rotation de centre O ; on dira sans surprise que S, est invariante par les rotations de centre O.
Nous allons prouver :

Si une variable aléatoire X d valeurs dans R~ est invariante par les rotations de centre O

(ED Y

etsi || X || a une densité f, alors X a pour densité x — 27| x|
T|X

Démonstration (Alain Rémondiére)

Il suffit de prouver que p(X € B) =— f(| *D L2V dx pour tout borélien B de R? —(0,0). Pour ce faire, on va

2r | x|
construire une famille de boréliens qui engendre la tribu des boréliens de R? —(0,0), qui soit stable par intersection

finie et sur laquelle p y et I'intégrale coincident (théoréme de la classe monotone).

Introduisons ¢@: (x,y) — (r,8), qui est une bijection bicontinue de R? - (0,0) sur]0,4eo[X[0,27] . On sait que
les BX A, ou B est une borélien de ]0,4oo et A un borélien de [0,27] , engendrent la tribu des boréliens de

10,+oo[X[0,27] . Il en résulte que les (p_l(B X A), notés A.B, engendrent la tribu des boréliens de R? - (0,0).

L fAxD

dx .La démonstration va se faire en deux temps. Dans un premier
2rdaB | x|

Reste a prouver que py(A4.B) =

temps, munissons I'univers R? de la probabilité Py =p° X', R* de Py définie par py (B)=p(|| X |g B) et
[0,27] de py = A /27, 0u A estla mesure de Lebesgue, et prouvons que py(A.B) = py(B)x p,;(A4) (autrement
dit, pyo ¢_1 est la probabilité produit py, ® p,).

Pour B fixé, A= (py (0_1)(3 X A) est une mesure de probabilité sur les boréliens de[0,27] ; cette mesure est
invariante par translation (modulo 277 ) car BX(A+t) est 'image de B X A par la rotation de centre O et d’angle¢.
Il en résulte que (py © ¢_1)(B X A) est proportionnelle a A(4) : (py © (p_l)(B X A) = k(B)A(A) . Quand on choi-
sit A=[0,27], @ '(B X A) est 'ensemble des (x, ) dont la norme est dans B et (pyeo ¢_1)(B X A) = py(B)(ré-
fléchir), d’ou k(B) = py(B)/2rx .
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A(4) _A4)
2r IBf_ 2

1 . -
py(4.B)= EJ-J‘ 10271 1(r) f(r)1 ,(8)drd@, ce qui en cartésiennes donne

Si de plus (deuxieme temps), ¥ =|| X || a une densité [, py(4.B) = 1z(r)f(r)dr, etalors
R+

2
Pr(AB) =5 [ [ 1pear 7+ 7 2L = [ 1 e IO vy, caro.

2

Application : on retrouve la densité f, de S,

)

1 2_9
|'S, |I< x équivauta cos(u—v) < etdonc p(||S, < x)= I—Earccos(x . j car

Py ({(u,v)e Cy icos(u—v) <1}) = p, ({xe C :cosx <t}).

2
On obtient la densité de|| S, || en dérivant p (|| S, [|< x): ——— sur]0,2[ etO ailleurs. On retrouve la densité
w4 —x*
1
de S,: lorsque x € D(0,2).
2 \/4_ 2
7 [ x|\4=] x|

4) Existence de la densité f, de S, pourn >3

Par récurrence sur n, I'hypothése étant que S, a une densité f, :

a) 1+ S, apourdensité x — f,(x—1), 1s’entendant comme (1,0) ;

b) puisquel+ S, aune densité, il en est de méme de sa norme;
c) ||S,.; || aunedensité

d) comme||S,,, || aunedensité, S, ., aussi.

Passons aux démonstrations :

a) p(1+S,e B)=p(S,e B-1)= IB 1f”(x’ v)dxdy = IB f,(x=1,y)dxdy .
b) Quand une variable aléatoire X a valeurs dans R? possede une densité, sa norme aussi car
R o271
< = = = 1
p(I X [€R)= p(X € D(0,R)) ID(O,R) £(x,y)dxdy jo jo rf (rcos 6, rsin 0)drd @

2r
et donc || X || a pour densité » — rJ.O f(rcos@,rsin@)do.
c) ||S,.; || améme densité que |1+ S, || car ces deux variables aléatoires réelles ont méme fonction de réparti-

tion : soit E I'événement de C,,, défini par‘e’g1 +e® 4 4 e 4 O

<R etsoit I I'événement de C, défini
i6 |, i6 6, T

parfe +e 7 +...+¢e " +1/< R ; les équivalences

(91,...,Hn+1)6 E @ (Hl _0’1+1,...,Hn —0n+1)6 F <:> (01,...,9},1)6 F+(0}’l+1""’6}’l+1)

2r deé
montrent que p,.(E) :j P, (F)#Jrl = p,(F).Comme la dérivée (presque partout) de la fonction de réparti-
0

tion est une densité de||1+.S), ||, cette dérivée est également une densité de|| S, ||
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)

x
d) Grace au théoréme exposé en 3), S, ., a pour densité f, . ,(x) = &ua (X))

27| x|

comme||S, ., [|Sn+1, f, estnulle endehors du disque fermé D'(O,n) .

,oug,, estunedensitédelS,,, | ;

Remarque. Une fois établi que S, et S; ont des densités, les décompositions

n n
Son = ZPII(XZp—l +sz) Sope1 =S5 +Zp:2(sz +X2p+1)
auraient montré aussi que S, est a densité pour tout 7 =4 car les sommes Xp + Xp+1 ont, comme S, , une densi-

té et sont indépendantes.

5) La fonction de répartition de || S; ||

On a vu que la fonction de répartition de|| S5 || est égale a celle de |1+, || : on peut fixer I'angle &; a 0. En posant

O=uetb=v,|1+S5 IP= (1+ cosu +cosv)? +(sinu +sinv)? =3+2cos(u —v)+2cosu +2cosv.

2
-3
[1+S, ||< x est doncl'événement E = {(u,v)e C, :cos(u—v)+cosu+cosv < al 5 }

2
% v _x -3
A v constant, posons E, = {ue C, :2cos(u —E)COSE < 5 —cosv} .Or

F(?) =p({ue [0,27]: cosu < t}) :1—%arccost sitentre —1etl, Osit<—1,1sit>1, etpar translation,

p({ue G cosu<i})=p, ({ue C,:cos(u—A) < t}) quand A€ [0,7]. Aussi quand ve [0, 7],

2 2

x" =3 x" =3
2 —COosv z I_F 2 —COosv q 2
pl(Ev)_F W et pl( v)_ - W quan Ve]ﬂ', 7[[
73(2 =3 COSv 7)62 =3 Ccos
2 dv 1 T 2 - dv 2 B - v dv
= — < = — L 0000 |—_ e 00 |
Comme p,(E) .[0 pl(EV)27Z ’ p(||S3 = x) 2 +J‘o F 2cos(v/2) (2m Jx 2cos(v/2) |27
Application : calcul de p (|| S; [I<1)
x =3 x=3
2 /2)= 12), F| —2—— " |= e[ p(Iss 1) =1/4
Quand X—I,W— COS(V )—COS(” v ), m _ﬁ et|\p 3= = .

On peut expliquer ce dernier résultat comme suit :
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Il n’y a aucun inconvénient a fixer le vecteur u; horizontalement et a supposer u, dans le demi-plan supérieur.

Si /3 désigne I'angle orienté (u,,u,), la probabilité que le troisieme vecteur ait son extrémité dans le disque jaune

est, u, étantfixé, B/ 27 (longueur de I'arc en rouge divisée par la longueur du cercle). Comme u, varie uniformé-

ment sur son demi-cercle supérieur, la probabilité cherchée est la valeur moyenne de /27 sur[0,7] :

Ler B, 1
;Io_dﬂ_Z'

27

Quelques valeurs numériques :

X 0,5 1 1,5 2 2,5 3

(1851 x) 0,05 | 0,25 052 | 0,70 | 0,86 1,0

densité de|| S5 || | 0,20 1,17 0,41 0,34 0,30 0,14

Nous donnerons en 6) Partie 2 une autre formule intégrale, plus compacte, pour p (H Sy < x).

PARTIE II : une expression des densités f,

Cette partie utilise massivement les fonctions de Bessel J, :un formulaire recensant leurs principales propriétés

figure en fin d’article.

1) Le théoréme du transfert pour un vecteur aléatoire

Si X est une variable aléatoire de (Q,7, p) dansRR” etsi u est une fonction mesurable de (R”, 8" ) dans (R, B"),
alors J‘Q(u o X)dp = J‘R” udp, dés queu est intégrable pour p . Quand elle existe, I'intégrale '[Q(u o X)dp se

note E[uo X] : c’est 'espérance de la variable aléatoire réelletro X .

Quand X aune densitéf,IRn udp, = LR" u(x) f(x)dx . Par exemple, E(e<"*>) = J‘R” el £(x)dx en

séparant parties réelle et imaginaire. Si de plus n =2, .[RZ udp, = J.RZ u(x,y) f(x,y)dxdy et E[| X || s’obtient
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avecu(x,y)=+/x"+y* 1 E[| X []= IRz X+ V2 f(x, y)dxdy .

Rappelons qu’on a également E[| X |] = IO m(l —F‘X‘(x))dx, F),, étant la fonction de répartition de | X |.

2) La transformation de Fourier pour les fonctions numériques définies sur R”

Si f avaleurs réelles est intégrable sur R", sa transformée de Fourier, définie de R" dansR, est
()= jRne"€<f~x> F(x)dx existesurR" (&=x1).

Si } est a son tour intégrable, on a presque partout en x la formule d’inversion

1 —ig<t.x> 7y
f@)= [ e F(ot.

On peut donner une forme symétrique a cette formule d’inversion quand f et f sont intégrables :
Si f(r)= I XS £(x)dx , alors f(x)= .[R" e ELY> L(Ddr (£ =+1).
En conclusion, si une variable aléatoire X a valeurs dansR” a une densité 1, E(e"<"*) :J. e’ f(x)dx
RYI

etsi t — E(e"*

) estintégrable sur R", alors I , e " E (") dt = f(x) presque partout.

2z)’
3) Détermination de la densité f, de S, pourn >4

Rappelons (Partie 1) que S, a une densité, notée f , pour tout n =2, nulle quand || x [|> 7.

s . . i<t.S,> n i<t.X,>
Par linéarité du produit scalaire, e'~""" :I I e k

il , et grace a I'indépendance supposée des X

E(el'<t.Sn>):E(el.<t‘Xl>)n )

. 1 2r . . 1 2 .
Si t=(t,t,), E(el<t'X1>) = 2—I i (heosbtising) yg 2_-.. elfcos® g9 par périodicité ; par parité, il vient
TY0 JT Y0

2 . 27 .
%J’O ezltlooﬁd@:éjo cos(|t|cos6’)d¢9:%jO cos(|#]cos6)dé.

D’ou E(ei<t’X1>) =J,(|t]), fonction de Bessel d’indice O (Formulaire) et donc

E(<"5™)y=J,(|t])" pourn =1

Le passage en coordonnées polaires donne
ij Jo(|t))'dt =27 IR+ v (r)" dr

et enseigne que J,,(| ¢])" est intégrable surR? si et seulement si 7 > 4. Une densité f, deS, estdonc

1
1=

-[RZ e J,(1t))" dt pourn>4.

1

. J. e—il’(xl 0039+xzsin9)JO(r)r1 rdrd@, d’ou
(2m)° JR™0.22(

En passant encore en coordonnées polaires : f,(x) =

1 Hee n 2z —ir|x|cos 1 e n
fn(x)Z(zﬂ_)2 IO rJo(r) drj0 e~ GdQZEIO rJo(r)" Jo(r| x|)dr
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1+

Remarque. La formule f (x) = 2—.[0 rJ,(r)" J,(r| x|)dr ne peut s'étendred n =2 ou n =3, car 'intégrale
V3

diverge pour ces deux entiers.

4) Evaluationde p (|| S, |<R) pourn >4

on utilise p(||S, < R) = p(S, € BO,R)) = IB(O’R)fn(x)dx .

Comme f, (x)= —I J o(t]| x |)dt ne dépend que de la norme de x, on passe en coordonnées polaires :
de”1+°°J"Jd9R+°°J”Jd
IB(O’R)fn(x) x—jo r rjo EJ‘O tJ, (2)" Jo(tr)dt _jo rUO tJo (1) Jo(tr) t)dr
Le théoréme de Fubini s’applique sur le rectangle d’intégration si la fonction |12/, (t)n J,(tr)| est intégrable sur

[0, R]X[0,4cc[ . C'est le cas pour n =4 car (Formulaire) sur [0, R]X[1,4oo[ :

Jo(t)n‘ < INR(L /DY < (INR) I 1r

Onadonc J.B(O’R)fn(x)dx = J.OR r(J.Oer tJy(t)" JO(tr)dt)d = J.O+w tJy(t)" (J.OR rJO(tr)dr)dt

R X
Mais .[o rtJ (tr)dr =—R.J,'(tR) car Jo tJ,(t)dt = —x.J,'(x) (Formulaire) et donc

1ty (t)" Jo(tr)| <

p(S, < R) = Rj o (1) T, (Rt)a’t—RI Jo (£)"J,(RO)dt pourn >4

Le calculde p (|| S, [<1)

+1 n+l

J (t)}’H-l =0 1
Pourn =4, p(||S, |<1) = AU/ = , résultat remarquablement simple, qui s’étenda n =2 et a
n

t=+o0

2arcsin1/2) = 1 et p(|| S5 [I<1D) =% comme on I'a vu en 5) Partie 1.

n=3:p(S =)=

Ce résultat est mentionné dans la littérature mathématique anglo-saxonne sous le nom de Rayleigh's Theorem.

OLIVIER BERNARDI en donne une démonstration directe sur http://arxiv4.library.cornell.edu/abs/1007.4870v1 en

montrant plus généralement que p(| S |<] Sj |) :i%j (i#])).
5) Une question

p(lS, |ISR)= RI J (Rt)dt , valable pourn =4, est-elle vraie pour n = 2,3 (les intégrales existent) ?
A cette question, nous n’apporterons que des réponses numériques :
a) p(I S5 IS R) et RJ J (Rt)dt coincidenten R=1,2,3.

2arcsin(R /2)

+o0
b) p(|| S, [€R) = se confond avec RI Jo (t)le (Rt)dt pour R=1(0,33) mais pas pour
0

R =3/2 :lintégrale vaut 0,33 et la probabilité 0,54 .
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6) Moyenne de || S, || ; calculs pourn =10

ES, = IRZ \/mfn (x,y)dxdy,avec f, (x,y) = iﬂm tJy ()" J, (t\/m)dt pourn >3, formule
malcommode. Nous lui préférerons :

ENIS, 1= ], (1= p(1S, I< R)dR  avee p( S, < R)= R ™~ J, (1) (Rt
etcomme|| S, [|<n,

E[IS, 1= [ (1= p(S, IS R)dR=n~[ (p(IS, IS R)dR.

On suppose désormaisn =10 .

Tableau de valeurs. Les valeurs de p(|| S, |< k pour k entierallantde 0 a 10 sont:
0 0,0909 0,3188 0,5829 0,7944 0,9205 0,9768 0,9954 0,9992 0,9999 1.

Graphe de R — p (|| Sy, < R) . La fonction de répartition de || S, || semble présenter un point d’inflexion :
!
ﬂ_8‘§
0_6-5
0_4—5

02

¢ 2 4 s 8 10
R

Le calcul numérique de ET|| S, |]=10- IOIO (p(I S, IS R)dR

Le logiciel Maple affiche 7,18 pour I'intégrale sous I'instruction Digits: =3, on peut controler par la méthode des

rectangles avec le tableau de valeurs : E[||S,, [|]=2,82.

Simulation. L’algorithme qui simule une promenade de dix pas est facile a écrire. Voila ce que j’ai obtenu pour
guatre séries de cent promenades :

E[|S,,11=2,82 2,57 2,80 2,83.
Jai relevé aussi les valeurs extrémes de|| S, ||: 0,16 et7,21 ; 0,21et5,33 ; 0,23 et 5,92 ; 0,28 et 7,56.

Formulaire sur les fonctions de Bessel J,

1 27 .. . 1 ¢7 .
1) Par définition, J,(x) = EI ™M Mgt = ;I cos(xsint —nt)dt .
0 0

1 ¢~ . 17
En particulier, J,(x) = ;I cos(xsint)dt = ;I cos(xcost)dt .
0 0
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n e 2\p

X -X

2) J,(x)=|= 2 # pour tout réel x ; J, a méme parité que I'entiern .
2) =4 pl(p+n)!

3) J, =—J,' :ilsuffit de dériver terme a terme la série donnant J, .

4) xJ,(x)+J,"(x)+xJ,"(x)=0 ou xtJ Hdt =—-x.J,'(x) : c’est aussi une conséquence de 2).
0 0 0 o o 0

5) J,(t) =, f% cos(t—nm/4—nm/2)+ 0(%) au voisinage de +oo, et doncli}}l]n =0.

N

+oo +oo +oo 2
6) I J,, existe, mais I |J, |=I Jo~ =+oo.
0 0 0

7) llexiste K, >0, K, >0, L>0 tels que :

Jo(t)—\/%cos(t—fr/@ S% et Jo(t)"—(\/%cos(t—ﬂ'/@] < t(%)" sur[1,4oo[ ;

o Jt|Jo(0)| < L sur[0,+od].

8) J," estintégrable a partir du rang 3.
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