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PRODUIT DE VARIABLES ALEATOIRES POSITIVES ET INDEPENDANTES (mise a jour)
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Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur le méme triplet (€,7, p) et positives. Si X est une telle
variable aléatoire, la fonction de répartition F de X , définie par F(t) = p(X <t), est nulle sur]—o0,0[ et
F(0)=p(X=0).

t
On dit que X est a densité s'il existe une fonction f positive et intégrable sur[0,+o[ telle que F(t) = Io f (x)dx
surR™; il en résulte que J.:O f(x)dx =1, que F est continue et F(0) =0, que p(X =t) =0 pour toutt ( X est

b
alors qualifiée de diffuse) et enfin que p(a< X <b)=p(a< X <b) = J.a f.

A — Fonction de répartition d’un produit XY quand l'une des variables a une densité

On suppose que Y a une densité g et on appelle G la fonction de répartition deY . On se propose de calculer

p(XY <a).pPoura=0, p(XY <0)= p(XY =0) = p(X =0) car p(Y =0) =0. On suppose désormaisa > 0.
1) On suppose Y majorée, 0<Y <M

, M . ,
On introduit les réels t, =k— K allant de0 an—1, I'entiern étant> 2 ; alors,
n

(XY <a) =3 (XY <aett <Y <t,) et p(XY <a)=>" p(XY <aett <Y <t,).
Comme X etY sont positives, et en convenant que a/t0 =400
(X<alt ettt <Y<t )c(XY<aett <Y <t )c(X<alt ett <Y <t ,).
Comme X etY sont indépendantes, et en convenant que p(X <a/t;) =1:

p(X <alt,)plt <Y <t ) p(XY <aett <Y <t )cp(X<alt).p <Y <t,;),dou

(@) Do PX <@/ ty)P(t <Y <te) < PIXY <)< D p(X <alt)p(t <Y <t.y).

Comme Y est diffuse, et en posant F(a /t,) =1:

Z F(a/tk+1) G(t.1)-G(t)) <p(XY<a)< Z::)F(a/tk)(e'(tkﬂ)_G(tk)) :
b) Z JF@rt) (G(t.) —G(t)) Z F(a/tm) G(t..1) —G(t,))tend versO quand n infini.

Les différences t,; —t, valantl/n, a partir d’un certain rangn,, G(t,,;) —G(t,) < & pour toutk car G est unifor-

mément continue sur[0,M], et donc pourn > n,:

0< Y F(@/t)(G(t.,) - G(t)) - XS F(alt,..)(G(t,) - G(t)) < g(ZE:)F(a/tk) - ZEiF(a/tm)) <e
0 3" F(a/t)(G(t.s) ~G(t)) apourlimite jOM F(a/x)g(x)dx .

M n-1 (e
Comme jo F(a/x)g(x)dx = k:O.[t F(a/x)g(x)dx,

0<> " F@alt)(Gt.)-Gt)- X j: Fa/x)g(x)dx =Y j:”(F(a/tk) —F(a/x)g(x)dx.
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- tk+1 - tk+1
or, ZE:;jtk (F(a/tk)—F(a/x)g(x)dxsZE:;jtk (F(a/t)—F(a/t,,)g(x)dx, et on retombe sur b).

M
d) p(XY sa):jo F(a/x)g(x)dx

C’est la conséquence de a), b), c).
2) On ne suppose plus Y majorée

(XY <a)=(XY <aetY<M)+(XY <aetY>M)etp(XY <aetY>M)<p(Y >M)— Oquand M tend
vers I'infini, donc p(XY Sa)=MIim p(XY <aetY <M).
—+0

On a apprisen 1) que p(XY <aetY <M)= IoM F(a/x)g(x)dx ;en faisant tendre M vers I'infini :

p(XY <a) :'[OMF(a/x)g(x)dx

car I'intégrale existe. En effet, 0 < F(a/ x)g(X) < g(X) et g est intégrable surR".

Si X avait une densité f , on aurait trouvé p(XY <a) = IO+mG(a [ X) f(x)dx . Légalité des deux intégrales se
0 0 al/x 0 alt 0

prouve ainsi: [ (a/ X)g(x)dx = g(x)( ) f(t)dt)dx [ f(t)( ) g(x)dx)dt —["f()G(a/tat.

B — Densité de XY quand X etY ont chacune une densité

chan-

Si X aune densité f et Y aune densité g, XY a pour densité jomwdx ,ou jo+deX (
X X

ger Xen a/ X), intégrales qui existent pour presque touta > 0.

DEMONSTRATION
Les fonctions X — M sont mesurables et positives sur ]0,+00[ , donc soit IgdeX existe,
X X
soit [ @I gy 10 o,
0 X
af e+ f(u/x)g(x) [ af(ul/x) e _
jo UO ——— 25 dx Jdu _jo 9(x) jo ———>du Jd _jo g(x)F(a/x)dx = p(XY <a)

+o f X)g(x
ce qui prouve que ‘[0 de est finie pour presque tous les U de[0,a], et donc pour presque tous les U de
X

]0,+00[ , et que cette intégrale est une densité de XY .

+00
Remarque. Pour retenir cette formule, on dérive hardiment p(XY <a)= Io F(a/x)g(x)dx par rapporta a, en
utilisant que la densité f est, presque partout, la dérivée de la fonction de répartition F .
+o f(a/x)g(x
Exemple ol Io wdx = +oo poura =1 (Guy BOIZET).
X

% est défi-

Soitg une fonction positive et intégrable sur [1,+oo[ telle que g2 n’y soit pas intégrable : f (x) =

nie et intégrable sur ]0,1] car
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I:de = I1+wg(x)dx et Farxex) = X.g%(X) n’est pas intégrable sur[1,+o0[ .
X X
En complétant g parOsur[0,1], et f parOsur]1,4+[, nous tenons notre exemple.

+oo f X)g(x
Exemple ol Io de = +o0 pour tout rationnela > 0.
X

On prend pour g la fonction en escalier définie par: g =n sur[n,n+1/n°[,g =0 sur [n+1/n*n+1[ ;g est

+00 0
intégrable carjl g= ZI 1/n*=7x%16 (I'intégrale ne vaut pas 1, c’est sans importance), g2 ne I'est pas.
f@/xg(x) _ 1
X a’

I:”de _ %J'Omx.g(x).g(x /a)dx =

Poura >0, x.0(x).g(x/a) ;sia=p/q,

1
a’q?

Quand n.(pq) < x < n.(pq)+1/(npa)®,nq < x/ p<nq+1/ p(npg)® <ngq+1/(nq)® etg(x/ p)=nq.

.fowx.g(x/ p).g(x/q)dx.

De méme, g(X/q)=np, doncjnpq+ﬂ(npq) X.g(x/ p).g(x/q)dx > ! 3.npq.nq.npzi ; il en résulte que
nPa (npa) Pq
+00 npg+1/(npq)®
jo x.g(x/p).g(x/q)dxzannppqq > X.g(x/ p).g(x/qg)dx =+o.

. . +o f(a/ x)g(X . .
On voit donc que I'expression « Jo wdx existe presque partout » n’est pas un vain mot.
X

Existence des intégrales pour tout réel a quand f et g sont majorées sur]0,1].
Soit K et L des majorants de f etQ:

-- sur[a,+oo[,0< f(a/;()g(x) <K gE(X) < gg(x) , donc I'intégrale converge sur[a,+oo[ ;

— sur]0,1],0< f(a/x)g(x) <L f(alx)
X X

, le changement de variable X <— @ / X montre I'existence de

J.Olgdf (aX/ X) X et donc de J-Ol—df (a / ;()g(x) X.

En résumé :

Si X etY sont des variables aléatoires positives et indépendantes de \
fonctions de répartition respectives F et G et a un réel positif :

—si X aune densité f , p(XY <a) = j0+°°c3(a/ x) f (x)dx ;

—siY aunedensité g, p(XY <a)= J.OMF(a /xX)g(x)dx;
—si X etY sont de densités respectives f et (, la densité ena de XY est,

I CYRI[CIF rwg(a/ X) (%) 4y
0

0 X X /

pour presque touta,

C — Deux applications

1) Loi d’un produit de variables uniformes indépendantes
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X1, X5,..., X,, sont des variables aléatoires uniformes et indépendantes sur[0,1]. Nous allons prouver que la fonc-

1
(n=1)!

n

tion de répartition F, de leur produit est F,(a) = p(X,X,..X, <a) = '[Oa(—ln X)"*dx quanda €[0,1], et

n-1
donc que la densité du produit est f,(a) = % sur]0,1], f, n’étant pas définieena =0.
n—1)!

Lorsquen =1,onposeraF =F et f = f,.

Démonstration par récurrence surn:

=) 1
—quandn =2, onsaitque p(X;X,<a)= J-o+ F(a/x)f(x)dx = J.o F(a/x)dx car f est nulle surJ1,+00[ et vaut
1sur[0,1] : d’autre part, F(a/x)=1six<aetF(a/x)=al/xsix>a,

1 a 1
p(XY <a) =J.0F(a/x)dx =jo 1dx+jo(a/ x)dx =a—Ina
or, a—lna:j:(—lnx)dx.

— supposons la formule vraie pour N et prouvons la pourn +1; comme X, X,...X, et X, ,; sont indépendantes,

P(XyXg X Xy €)= P(X 1 Xy Xy €)= [ F(a/ %), (x)0lx
et

[F@rx) f,0dx = [T11,(0dx+ [ @/ 0 f,00dx = [, (x)dx+a[~ £, (], = [, (x)dx+ af () ;

a a
reste a vérifier que jo f,(x)dx +af,;(a) = Io f.1(X)dx, ce qui se fait en intégrant par parties.

2) Densité d’'une somme de deux variables aléatoires indépendantes a densité

Soit f et g les densités des variables aléatoires indépendantes X etY ;ex ete’ sont des variables aléatoires posi-

tives et indépendantes et X +Y <a équivaut a e*.e’ <e?.

1
La densité de €” est f (INX) x= pour X > 0 (et 0 ailleurs) care” <t < X <Int ; de méme, la densité dee" est
X

1
g(Inx) x= pour X > 0 et 0 ailleurs. La densité dee*.e" enu > 0 est donc d’aprés la partie B
X

hu)==[ "2 (Ingjg(ln X)dx
uso x X
etp(X +Y <a)= [ huydu=[" h(e")e'dv.

+oo ] +00
orh(e")e’ = .[o =f(v—-Inx)g(Inx)dx = I f (v—t)g(t)dt. On retrouve la formule bien connue qui donne la
X )

densité de X +Y enunréel v :

[ t-godt, ou [ F g -yt

Un petit calcul donne alors

p(X +Y <a) =J._+:F(a—t)g(t)dt,ou p(X +Y <a) :f:G(a—t)f(t)dt,

F et G étant les fonctions de répartition de X etY .



