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QUELQUES PRIMITIVES DE FONCTIONS NON CONTINUES

PARTIE A
Dans toute cette partie, f désigne une fonction de R — IR continue, périodique, non identiquement nulle. On dési-

X
gnera par T une période strictement positive de f , par F la primitive de f quis’annuleen0 (F(X) = Io f), par

1 T *
L le réel ?Io f (t)dt. La fonction X — f(1/ X) est définie et continue sur R, mais aucun prolongement ne peut

la rendre continue sur 0. Nous allons pourtant prouver qu’un prolongement rend f (1/ X) primitivable sur R :

f (1/ X) a une primitive sur R si et seulement sion pose f(0)=L= TEJ.OT f(t)dt.

*
L'unicité du prolongement s’établit par I'absurde : s'il en existait deux, leur différence serait la fonction nulle surR " ;
comme cette différence a une primitive, c’est la fonction nulle sur R .
Pour I'existence, nous donnons deux démonstrations, I'une par primitives, |'autre avec l'intégrale. Les deux preuves

utilisent un lemme sur les fonctions f continues de période T :

SiF(x)= '[OX f , il existe unréel M tel que <M ;

F(x)-TijoT f (t)dt

en conséquence, F(X)/ x — L et F(x)/x* > 0 quand X — oo, L:TEIOT f.

X T
En effet, la fonction X — on f (t)dt —?L f (t)dt est de période T ; comme elle est continue, elle est bornée
surR.

Preuve avec l'intégrale

. X
Cette démonstration repose sur I'écriture intégrale, permise ici, d’'une primitive de f(1/X)surR : Io f(1/t)dt.

.1 ex
Il s’agit de montrer que cette primitive a pour dérivée L en X =0 et donc que |In8—jo f(1/t)dt=L.On peut se
x—0 X

borner a la limite a droite car, pour X <0, 1'[: f(/t)dt= iJ'O_X f (=1/t)dt et comme la fonction X — f(—x)
X —X

est continue et de période T :

1 e 1o 1T 1T 17
lim = f(l/t)dt:XILrQ;J'o f(—l/t)dt:?J.O f(—t)dt:?jo f(t)dt:?jo f (t)dt = L encore.

x—0" X 90

1
Le changement de variable t <1/t donne lim =
x—0" X

X T 1 o0 2 T +00 2
jo f(1/t)dt_X|Lrgl;jﬂx f(t)/t o|t_X|Ln3wx.jX f(t)/t%t.
En intégrant par parties, J:w f(t)/tdt = {?} + ZJ.:O F(t)/t%dt = %(ZX) + ZJ.:O F(t)/t%dt, d’ot

X

xjx*‘” f(t)/t%dt =—F(X)/ X +2Xj;wF(t)/t3dt.

MSS F(at) SLZ+M3 permet d’obtenir 2L—-M / X < 2XJ.+mF(t)/t3dtS 2L+ M /X
t t t t X

L
L’encadrement -

etenfin X J:m f(t)/t’dt > —L+2L =L, ce qui achéve la démonstration.
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Preuve par primitives
Soit g(x) = x°.F(1/X), ou rappelons-le F(x) = on f,et g(0)=0:gestcontinuesur R et g'(0)=L.

Posons h(x) = X.F(L/ x) et h(0) =L : h est continue sur R et posséde donc une primitive H surR .

Pourx =0, g'(x) = 2h(x) — f (1/X), aussi f (1/ X) a pour primitive sur R la fonction ¥(X) = 2H (X) — g(X) .

Y(0)=2H(0) et ¥'(0) =i 2H (X) = gE(X) 2H(0) =2h(0)-g'(0) =2L —L : ¥ est donc une primitive de

f(1/x) sur R quand f(1/ X) est prolongée par Len 0.

Exemples

Les trois fonctions Sin(1/ x), |sin(1/ x) |, sin®(1/ X), prolongées convenablement en 0, ont des primitives sur R :

- sin(1/x) par 0 car = | sin(t)dt = 0
2790
- |sin(L/ x) | par 2 puisque lj”|sint|dt :E ;
T 7T 90 T
. 1 1o, 1
-sin“(1/ x = —1 sin“(t)dt=—.
(1/x) par 5 parce que ”jo () 5

PARTIE B
Si la fonctionsin(1/ X), prolongée par 0, a une primitive sur R et donc sur[0,+o0[, la fonctionsin(In x) n’a pas de

1px .
primitive sur[0,+o0[ .En effet —IO sin(Int)dt est sans limite quand X — 0" : le changement de variable u = —Int
X

donne —I sin(Int)dt ——I

et comme

1[ cosx +sinx |~ _sin(Inx) —cos(Inx)
Inx X | -
nx

Smudt:-
2e* 2

sin(Inx) —cos(In x) V2

> > —sin(Inx—=z1/4), —I sin(Int)dt n’a pas de limite quand x tend vers 0.

D’ou la question :  étant une fonction définie et continue sur ]0,+oo[ , de limite infinie en 0", la fonction

sin( f (X)), qui a une primitive sur ]0,+o0[ et n’a pas de prolongement continu en 0, a-t-elle une primitive

X .
sur[0,+o0[, ce qui équivaut a lj.o sin(f (t))dt a-t-elle une limite finie quand X — 0" ?
X

Nous ferons d’emblée les hypothéses suivantes : f est monotone et de classe ct sur]0,+o[, f'> 0 et décroissante
ou f'<O0 etcroissante. La fonction f est donc convexe ou concave, f' ne changeant pas de signe et étant mono-

tone. Les deux idées principales de la démonstration qui suit sont dues a Guy Boizet.

Fixons a dans ]O, X[ et écrivons I:Sin( f (t))dt sous la forme j f'(t)sin(f (1)) det (1/ f' est continue) ;

puisque 1/ f' est monotone sur[a, X] par hypothése on a droit a la deuxiéme formule de la moyenne :

1 Lo
: (t) e )j f'(t)sin( f (t))dt + X)jc f'(t)sin( f (t))dt .

il existe C €[a,X] tel que I f'(t)sin(f (1)) x
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Comme '[ﬂ f'(t)sin f(t)dt‘ =|cos f (a) —cos f (B) |< 2 pourtous a et f3,
‘jxf'(t)sin(f(t))xlidt 32( 1, 1 j
a f'(t) '@ 1 ()]
A s . : : . \ 1 1 4
et grace a I’hypothése faite sur le signe et la monotonie de f ', 2 : +— <— .
'@ [T'0)l) [T (x)]
Il vient alors ijsin(f(t))dt‘ SL ; en faisant tendre le paramétre a vers 0, on aboutit a
x7a x| ()|
1px . 4
—| sin(f(t))dt|< ———.
losnct o<t

Dong, si de plus lim X. | f'(X) |z +o0, Iimifxsin( f(t))dt =0. En conclusion,
x—0" x—0 X 90

sin( f (x)) prolongée par 0 a une primitive sur R* si f est C* sur]0,+oo[ et de limite infinie en 07,

f' ne changeant pas de signe et étant monotone avec de plus lim X.| f '(X) |= +o.
x—0"

Cestle casquand f(t) =1/t: f'est négative et croissante, X| f'(X) =1/ X tend vers +o0 en 0.

La deuxieéme formule de la moyenne

Les fonctions f et g étant continues sur[a,b], il existe C € [a,b] tel que
b c i i

a) J. fg = g(a)j f quand g est positive et décroissante (ou g négative et croissante) ;
a a

b c b
b) J.a fg = g(a)jal f+ g(b)J.C f quand g est monotone.

Montrons simplement ici que a) implique b).
Si g décroit, par exemple, alors la fonction X — g(X) — g(b) est décroissante positive. Il existe doncC € [a,b] tel que

21000 - g(0))dx = (g(a) - g(B)[ f (x)dx, dous [“fg =g(@)] f +a()]. f .




