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Equivalent de la série double Z xPMenx=1
p.o=1

Montrons d’abord que pour x réel de I'intervalle ]-1,1[ la famille X* est sommable sur (N")?.

SiJ est une partie finie de (N')?, il existe K tel que J = {1,..., k}2 et alors ZJ | x|P < ZZZIZZZJ X |P.
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Comme | X |°<1, Eq:llx| < E 0|:1|X| —1—|X|p et donc EJ|X| < E p:ll—|X|p'Or' la série de terme
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énéral converge, il en résulte que les sommes finies X |" sont majorées. On est donc en droit d’écrire
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Z(N*)2| X |P = Zl — pour tout x de ]-1,1[. On remarquera que la famille X n’est pas sommable sur N?.
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La fonction S(X) = Z xP9 étant croissante sur [0,1], elle admet une limite L, finie ou infinie, en x = 1. Comme
p,g>1

S(X) > ng 4<n XM L> n? pour tout n et donc L =+00.[. On se propose de trouver un équivalent de S(X) en
x=1.

1) Un encadrement de S(X) sur ]0,1[
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Fixons x dans ]0,1] et utilisons I'écriture S(X) = Z —. Posons Z - :z f(n),avec f(t) = T
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fonction continue décroissante et positive sur ]0,+oo[ :
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Il est alors classique que L f()dt < 21 f(k)< T« +L f(t)dt. or,
t=+0
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2) Un équivalent de S(X) quand X —>1"
In(1—x) o . —=In(1-x) X o —In(1-x)

Quand x tend vers 1, ——— est équivalent a et est négligeable devant ————, donc

In x 1-x 1-x 1-x
S(x) = Z(N*)Z X" est équivalente a In(1—x) /(x—1) en 1"



