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04 - SIX EXERCICES SUR LES SUITES
www.daniel-saada.eu

: 1
| - Lasuite v, = Z— est croissante

b N7+ p
X 1 1 X

3
a) Pour x>0,1-=< 1-——+ 16 X2 . Il suffit de faire deux études de fonctions sur [0, +oof .

Jl+x 2

19 1 p 1 p  3p*
b) Comme VvV, == ) ———— et 1- < <1- + , il vient
n;«/l-ﬁ- p/n? 2n’® \j1+ p/n? 2n*  16n°
U, <v,<Ww,,avecu, =1- n+21 etw, =1- n+21+ (n+l)(2?+1)
n 4n 32n

ce qui montre que V, tend vers 1 lentement puisque 1—V,_ est équivalente a 1/4n.

c) Pourtout n>1, w, <u_,
n+1+(n+l)(2n+1)< 1 n+2

Il s’agit de prouver que W. =1— <u,=l-—
" 4n® 32n* m 4(n +1)?

. Tous calculs faits, on arrive a

6n* +17n®>n?+5n+1, ce qui est largement vrai (par une étude de fonction).

d) Comme vV, <W, <U.,, <V,,,, lasuite (V,) est bien croissante.

Une question se pose : déterminer un équivalent de la différence (v, =V, ).

Il - Soit (a,) une suite de réels strictement positifs et soit £ €]0,1[ . Montrer que I'affirmation suivante est

fausse :

1-¢

in,, vnxn, a,<a (l+—)-1.
n

n+1

Supposons qu’elle soit vraie pour un N, et fixonsun N >N, ; posons A =1-¢ et I, =1+—.
n

1
>1/r ., a >—+
n+1 n+l n r rr

n n*'n+l

Comme a,,, est positif, &, >1/r, ; puisque @ . De proche en proche :

1 1 1 ) .
a,z—+ +...+ pour tout entier k positif ou nul.
rn

r.r r.r I

n*'n+l n*n+l" " n+k

1
Lorsquek tend vers 'infini, la somme — + +..+ tend vers I'infini, voila pourquoi la suite
r r.r r.r r

n n*n+l n*n+l*" " Tn+k

(a,) ne peut exister. Justifions maintenant la limite affirmée.

, 1 n n ) 1 n n+l n _ 1 n
D’abord — = > , ensuite > = , puis > .
r n+A n+1 r.r n+ln+2 n+2 r.r..r n+k+1

n n*'n+l n*n+l " n+k

o0

llenrésulte @, =2 » —— =+00.
—='n+k
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I11 - Les suites nsinn et NCOSN n’ont pas de limite

* la suite NSINN contient une sous-suite bornée
Soit p,, / g, la suite des réduites de7z:|7r— Py /qn| <1/q2. Comme|pn —qn.ﬂ| <1/q,et|sinx|<] x]|:
[sin p,| =[sin(p, —a,.7)| <1/, etdonc p,jsinp,|< p, /0, <p /0 =22/7.

¢ Ja suite NCOSN contient une sous-suite bornée

1
<—5 ets, =2k, +1. Alors

S

- __n

Soit I, /'S, la suite infinie des réduites de 7 / 2 avecs,, impairs :

n n

r—(2k +1)Z%
= ( n+)2

1
<— et
Sh

. T _
sin(r, — (2k, +1)E)‘ =

sin(r, —%)‘:|cosrn| etdonc|cos(r,) |<1/s, et
|r.cos(r)|<r, /s, <r/s =2.

e les suites NSINN et NCOSN contiennent chacune une sous-suite non bornée
On utilise (nsinn)® + (ncosn)® =n” : p,cosp, n’est donc pas bornée, ainsi que I, SiNT, .

IV - La suite positive n(1+sinn) a-t-elle une limite ?

e n(1+sinn) contient une sous-suite de limite infinie

P
o

. 1 . o
Soit |7 ——+ < — avec p, et(, entiers positifs tendant vers+o00. On a

n

&Sﬂ—kizSS
n n

donc|sinp, K5/ p, et p, |sinp, [£5 etenfin p, + p,sinp, = p, —5—>+o.

|Sin pn |:| Sin( pn _ﬂqn) |S1/ qn et

Par densité : sin(n) est dense dans[—1,1], doncOest valeur d’adhérence et a partir d’un certain rang
sinn>-0,1, doncn(l+sinn) > 0,9n — +o0, résultat toutefois en retrait sur le précédent.

e n(1+sinn) contient une sous-suite de limite nulle ?

I . - % T 1
On admet qu'il existe une sous-suite I de réduites de 35 telle que s, =4k, +1: 35——” <= .
Sh Sl Sn

<Lt rn—sn%:rn—37”—(6kn)7z:rn+%—(2+6kn)7r,d'ou

n

3
Ona |, —S,—

1+sinr, =1—cos(r, + 77/ 2) = 2sin®(r, / 2+ 7 1 4).

or [sin(r, /2 + 7/ 4) [Hsin(r, / 2 — (4k +1)37/ 4) |<1/ 2s,
d’ou 1+sint, = 2sin*(r, / 2+ / 4) <1/ 2s,’

et r,(1+sinr)<r /2s,> —>0car r, /s, tend vers3z /2.

V- SUR LE THEOREME DE CESARO (Alain Rémondiére et Emmanuel Cabanillas)

Soit :

B =17(N), le Banach des suites réelles ou complexes bornées X = (X,,) oy » NOrmé par || X|| =sup|X,|;
n
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n
T 'opérateur continu de B dans B défini parT(X) =youy, = lexk ;
n+1%

C le sous-espace de B formé des suites convergentes ;
C,={xeB:T(x)eC}=T(C);

C,={xeB:T(x) ECl}Z{XE B:T2(x) eC}.

Le théoréme de Cesaro assure que C = C; = C, : nous allons prouver que C, =C,.

1 n
I V, ,W_converge.
k 2
n +lZO: !

n
SoitU dansC,.OnposeV =T (u)etw=T(v)=T>(u) : v, :%Zuk , W, =
Alors v, = (n+1Dw, —nw,_; etu, =(n+1)v, —nv,, :lessuites N(V, —V, ) =U, —V, et Nn(W, —W,_;) =V, — W,
sont bornées, car (U,), (V,),(W,)le sont.

Posons &, =N(W, —W,_;) =V, —W,

L rcomme N(g, —&,_1) =NV, =V, ) —N(W, —W,_,),

n(e, —&,_1) est bornée.

. . - &
Puisque U est dansC,, la suite (W, ) converge, la série zn(wn —W,_;) converge et dong Z—” converge.
n>1

Montrons a présent que|&, —> 0|. En séparant les parties réelle et imaginaire de &, , on peut supposer &, réelle.

. L - &
On va raisonner par 'absurde en supposant que &, ne tend pas vers 0 et on va en déduire que la série Z—”
n>1

diverge. Quitte a changer &, en—¢,, il existe donc un réel B > O tel que &, = B pour une infinité d’indicesn ,
notée | . Soit A>Otel que| &, —&,, [ A/n(siA=0,iln’y arien a démontrer) et posonsC = ef?A_1,C>0.

On vérifie que p < N.C implique B — A(In(n +p)—In n) > B /2> 0(on suppose n suffisamment grand).

D’autre part, sil< p<n.C,alors|&,,, — &, |< Azzilpll k < A(In(n+ p) —Inn), d’ot I'on déduit

n+p

Enip 2 & —A(IN(N+ p)—Inn).sinel ,onag,,, >B—A(In(n+ p)—Inn)>B/2 quand p<n.C.

n+p = nep =

n.C n.C
énp o BRS 1

Dong,sinel, >’ > 2E(In(n+n.C+1)—Inn)2EIn(C+1).
onN+p 2;3n+p 2 2
n
Il en résulte qu’en posant S, = Z%, Siinc =Sy gln(C +1)>0 pournel ;comme | estinfini, la suite S,

1
n’est pas de Cauchy et donc diverge.

CommeV, =¢&, +W,,V, converge et a la méme limite que W, . Ainsi, veC etueC,.

VI- La suite des fonctions f_(X) = l—Lr(]:OSin(lOk X) converge uniformément sur R

a) La suite fn converge simplement vers 0

L'inégalité évidente| fn+l(X)| < | fn(X)| montre déja que| fn| converge sur R vers une fonction f . Si f (X) = Opour

| f|’1+1(X)|

un certain réel X, alors ‘Siﬂ(lOMX)‘ =—"—2 tendrait vers1l quand N tend vers I'infini. Nous allons montrer que,

| £, (X))

pour X fixé, la suiten — ‘Sin(lO"”X)‘ ne tend jamais vers1.
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S'il en était ainsi, 10" X pourrait s’écrire (2k, +1)7 /2 + ¢, , aveck  entiers etg, — 0.

Comme 10™'x =2k ,+D7/2+¢

n+1’

on auraitk, ,, —10k —9/2, ce qui est absurde (Alain Rémondiére).

n+1

b) La convergence de f_ versO est uniforme surR

Chaque fonction| fn| étant de période 77, il suffit d’établir que la convergence est uniforme sur I'intervalle compact

[0, 7] . Cela résulte d’un théoréme de Dini :

La convergence simple d'une suite monotone de fonctions définies et continues sur un espace compact vers une
fonction continue implique sa convergence uniforme.
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