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Soit f(x)=1nt (; —2int (;D etR,(f)= ;Zkzlf(k / n) :on veut prouver la convergence des sommes

1 2

. o
de Riemannvers I(f)= .[0 f . Lafonction f est la fonction indicatrice de 4 = U}m,m
1

} ; comme les

1 2 L . oo o
4, Z}m,m} sont disjoints : /( f') existe carz1 m(An)<+<>0,f=z1 1, .

On précise que int désigne la partie entiére et m(X) la mesure du borélien X de[0,1].

Méthode 1
On utilise deux théorémes :
1) Une fonction bornée est intégrable au sens de Riemann si et seulement si I'ensemble de ses discontinuités est de

mesure nulle (caractérisation de Lebesgue des fonctions Riemann-intégrables®).

f est bornée et n'a qu'un nombre dénombrable de discontinuités : elle est donc intégrable au sens de Riemann.

2) Les sommes de Riemann d’une fonction intégrable au sens de Riemann convergent vers |'intégrale de la fonction.

, . < 2 1

La convergence de R, (/) vers I(f') est donc assurée. Calculons maintenant /(f) = 211(211 10 1).

N N N+1 2N+1 N N+l1 2N+1
: 2 Ly 2 Syl 2 vl 1 51, 1
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1 1 2 3 2 2 N+
E.”“_l 1Y imite [ _ 19 4N tend vers Finfini (¢
nSU|te%;—2N+l+ﬁZl:mapour |m|tejol+x— nZ quan tend vers l'infini (c’est une somme

de Riemann classique !). On en déduit /(f)=2In2-1.

Méthode 2 (Daniel Saada)

1) Pour tout entier k£, R, (1, ) — I(1, ), car chaque 4; est un intervalle.
n—oo

2) Par linéarité, R, (valAk) - I(valAk) pour tout entier V.

3) Le passage a la limite
On pose fy :Zi\flAk etonécritR (/)= I1(f)=R,(fy)—-I(fy))+R,(f =)+ I(fy—1)-
Dot [R, (/)= I(/)ISIR,(fy) = IS +R,(f = )+ I = fy)-

! Jean-Marie Arnaudiés, L’intégrale de Lebesgue, Vuibert, 1997, § 2.16.

? http://perso.univ-rennesl.fr/jean-christophe.breton/Fichiers/Integration Mesures.pdf
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a) I(f = fy) =2y ('1)‘2N 3CMZN1 " } 2N+3}

b) On se donne8>0 eton fixe N telque2N+3>2/¢.

_ : Py 2 1+p,
R,(f — fy)=—%,0u 6, estun entier au plus égal a 'entier p, défini par =t < 53 < g
2
- <
Onadonc R (f — fy) S5 SN 13 <eg.
c)Pourn=ny, |R,(fy)—1(fy)|S€ envertude2)carN estfixé.
Conclusion: | R, (f)—1(f)|<3& pourtout n=n,,etdoncR (f)—=I(f).
Méthode 3 (Benoit Cloitre)
. 2n . 2n
a) nR,(f)= ;(1nt(m)—1nt(2i+2jj.
1 <o .2 k 2 _k 2
Rn(f)—;Z:kzlf(k/n),avecf(k/n)—05|2_|_1 etf(k/n)—15|2+ ;
Le nombre d’entiers k vérifiant 2 <£< 2 est exactement int 2n , ce qui justifie la
2i+2 0 S 2i+1 2i+1 adt)

formule annoncée.

b) nR (f) = n+2nz( 1)]1+0(f)

On écrit nR, (f') sous Ia forme d’une somme alternée :

(. 2n . Jj- — 3" j= 2n
Z(lnt(2i+l)—1nt(2 +2D Z( 1 11nt( 7 j——n+2( 1) 11nt( 7 j

i=1

On scinde Z( 1)/~ 11nt( 7 j en Z (-1~ 11nt( 7 j Z (-1~ llnt(zj j :

l<]<\/; x/;<]<n

~ comme int(x)=x+0(1) , ¥ (1) int(z—’f‘j:n s EV L oW ;
1<j<n J 1<j<n

— la deuxiéme somme est alternée avec des modules décroissants, aussi

S (- int (2]—”)

\/;<_an

L'égalité est donc prouvée.

= O(\/;) également.

c) R,(f) apourlimite 2In2 1.

< 1)/l
Il suffit de se rappeler quez( 1]) =In2.
1

ORIGINE PROBABILISTE DE LA QUESTION
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Soitn =22 .Pourke {l,2,...,n} , soit 7, le reste de la division de n park . Le tirage suivant une loi uniforme,

I ho k IRl
la probabilité p, del'’événement 7, = > estR,(f)= ;Zkzlf(k/n). En effet,

n zg équivauta f(k/n)=1 tandis que 7, <§ conduita f(k/n)=0.

La limite de p,, existe et vaut In(4)—1=38,63%.

Equivalents de 'espérance et de la variance de la variable aléatoire X, 1k r, (Claude Morin)

* Comme la distribution de X, est difficile a atteindre, on partira de E(X,) = Zrk D’ou :

3
E(X )=li n—kint| 2 =n—i£int n ; pour les raisons que j’ai dites, la somme de Riemann
"on& k =7 k)’ ’
1k, (n 1 1 r’
— » —int| — | converge vers | xint(1/x)dx = =—.
n;n (k) ge vers [ xint(1/ x) 22(([,“) p(p+l)j 2
1 -
Aussi, ;E(Xn) 1_E~0 18.

Vérification. On calcule les premiéres valeurs de la somme des7;, :(0,0,1,1,4,3, 8, 8,12, 13) et on les soumet

au moteur de recherche de I'OEIS qui renvoie la suite référencée A004125, dont I'URL est :

http://oeis.org/search?q=A4125&language=french&go=Chercher

2
Il'y est bien affirmé que la moyenne des 7, est équivalente pour n infinia n[l —Ej

-E(an):%i(n kmt( D 2Zk1nt( j Zli(mt(knz,d’ou

k=1 1
2

EX2) . 2&k. (n) 1. (n\Y . 2 (. (1
n—Z_l_;zzmt[E}_;;n nt k qui converge vers 1 6+I0x int e dx .

1

2
1 2 1 _ - p_2 L_ 1 - 1
IO (mt(x)j dx—Z 3 [pz (p+1)° j 32[(p+1) p(p+D (P+1)3j

En conclusion :




