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NOTE 26 — UN ESPACE POLONAIS NON DENOMBRABLE CONTIENT
TOPOLOGIQUEMENT L'ENSEMBLE DE CANTOR
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On dit qu’un espace topologique E contient topologiquement I'ensemble de Cantor C ¢'il existe
une partie de £ homéomorphe a C . On dira plus brievement que E contient C, ou que C se
plonge dans E . Nous prouvons que tout espace polonais, c.a.d. métrique complet séparable, con-
tient C s’il n’est pas dénombrable. Souvent invoqué (nous en donnons une application) ce résultat
important est rarement justifié : aussi m’a-t-il paru utile d’en publier une démonstration.

1) Ensemble et espace de Cantor

L’espace de Cantor est C = {0, I}N ,(ou {0,1}N peu importe) qui est métrique compact pour la dis-

© 1y
tance O(x,y) = ZM ,oux=(x,) ety=(y,).Onsaitque C ala puissance du continu.
n=1

2}1
L’ensemble de Cantor est homéomorphe a I'ensemble triadique de Cantor : a x =(x,)€ C, on asso-
cie le réel Zr2xn /3" et cette correspondance est bijective et bicontinue.

En particulier, I'ensemble triadique de Cantor a lui aussi la puissance du continu.

C est sans point isolé : pour tout x de C, pourtoute >0 , il existe ye C tel que0 < d(x,y)<E€.
.),alors 0< o(x,x")=1/2".

. n
Si X = (Xsuees X,y_y5 X5 X, 4q5---) , Prendre x” = (x,...,x,_,1 —x,,x

n+l>- n+l>-

2) Tout métrique complet (F',d) sans point isolé contient Cantor
On se donne une boule fermée B de F' derayon >0 etde centre ce F'.

a) Il existe dans B deux boules fermées disjointes B, et B, derayon 1, <r/2 .

En effet, comme ¢ n’est pas isolé, il existe a distinct de ¢ dans la boule ouverte B(c,r) :
O<d(a,c)<r.
Soit # >0 tel que 1, <d(a,c)/2 etr; <r—d(a,c) :les boules fermées B'(a,r) et B'(c,r)

sontdans B et disjointes et enfin 1, <d(a,c)/2<r/2.

b) Dans B, existent de méme deux boules fermées disjointes de rayon 7, <7 /4, notées B, et

B,, . Dans B, existent deux boules fermées disjointes de rayon r, <r /4, notées B, et B,;.

c) On fabrique ainsi, pour tout 7 >1, 2" boules fermées disjointes, de rayon r,<r/ 2", indicées par

{0,1}" . Par construction, B, estincluse dans B, sis =(s,,...,5,) €t t =(8,..0,8,,0,,1) -
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d) Construction d’une application f de C dans F'

Six=(x,)€ C,appelons B, laboule fermée B', .  :les B, sontdécroissantes et leur diamétre

tend vers 0. Comme F' est complet, ﬂBn contient un point et un seul *, noté V.

On pose alors f(x)=1y.

e) f estinjective sur C
Si x #x',ilexiste n tel quex, # x', :soit p le plus petit entier tel que X, # x’p .

Les boules B, et By . . )sontalors disjointes : comme y = f(x)€ B,

X1 X XX XpseesX ,xp)

et y'=f(xe€B, . ., yety'sontdistincts.
NERE
f) f est continue sur C

Soit (x”) une suite de C qui converge vers x€ C : pour p > py,0(x,x")<1/ 2" et donc
x? =x;,...,x" = x, . Il en résulte que pour p > p,,, f(x) et f(x”) sont dans une méme boule

derayon /2" et f(x*)—= f(x).
g) f estune homéomorphie de C sur f(C) car C est compact.

Nous avons donc établi que I'espace complet (F,d) sans point isolé contient une partie homéo-

morphe a C.
Conséquence. Tout métrique complet sans point isolé a au moins la puissance du continu.
3) Le théoréme de Cantor-Bendixson

Il s’énonce ainsi : tout espace topologique E o base dénombrable B d’ouverts est la réunion
disjointe d’un fermé sans point isolé F' et d’un ensemble au plus dénombrable D .

DEMONSTRATION. — Posons F' ={x & E : v(x) est non dénombrable pour tout voisinage de x}

et D=FE—F , et effectuons les vérifications nécessaires :

e D est dénombrable. Pour tout x € D il existe un voisinage v(x) dénombrable et donc un ouvert

dénombrable @, de la base 3 qui contient x, aussi D est-il contenu dans une réunion dénom-

brable d’ouverts dénombrables.

o I estfermé car D est ouvert. Si x n’est pas dans F , il existe un voisinage v(x) dénombrable :

tous les points de v(x) ont la méme propriété et donc v(x) est dans D qui est donc ouvert.

! Les centres des boules Bn forment une suite de Cauchy.
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[ est sans point isolé. Soit x dans F :tout v(x) estindénombrable et v(x) N D est dénom-

brable, aussi v(x) N F =v(x)—v(x) N D estindénombrable, x n’est pas isolé.

Conséquence. Si E n’est pas dénombrable, il contient un fermé sans point isolé non dénombrable.

4) Tout espace polonais non dénombrable contient Cantor
Rappelons qu’un espace polonais est un espace métrique complet séparable.

Nous avons établi qu’un espace complet sans point isolé contient une partie homéomorphe a C.
Supposons maintenant que (F,d) est un polonais non dénombrable, alors d’aprés 3), F =G+ D,

avec G fermé sans point isolé et D dénombrable. Comme F' n’est pas dénombrable, G est non
vide ; comme G est fermé, c’est un métrique complet sans point isolé qui contient C, aussi C se
plonge-t-il dans F'.

5) Tout espace polonais P non dénombrable a la puissance du continu

D’aprés 4), P aau moins la puissance du continu. Or, tout espace métrique séparable se plonge

dans[O,l]N (on pourra consulter http://www.daniel-saada.eu/Notes/Le Theoreme d Urysohn.pdf

). Comme [O,l]N a la puissance du continu, P a au plus la puissance du continu. Il en résulte que P

a exactement la puissance du continu.

6) Sur tout polonais P non dénombrable existe une mesure diffuse & non nulle

On sait que P contient une partie K homéomorphe a C . Sur C existe une probabilité diffuse p

(mon ouvrage, chapitre 15). Si / est 'homéomorphie de K sur C, on construit sur K une probabili-
té diffuse ¢ en posant ¢(B) = p(f(B)) pour tout borélien B de K .

En posant u(B) = q(B N K) pour tout borélien B de P, on obtient sur P une mesure diffuse posi-

tive non nulle.

Remarque. Si P est dénombrable, il n’existe pas de mesure diffuse sur P.



