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NOTE 22 - INEGALITES EUCLIDIENNES
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Source : http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?4,870482,page=1

On rappelle qu’un espace euclidien est un espace vectoriel (réel ici) de dimension finie muni d’un produit scalaire

<u,v>,lanormedeu étant|u||=~/<u,u>.

1) Si x,x,,...,x, sont n vecteurs d’'un espace normé : Z [x,—x;[|<2 Z [ x; +x; ||

1<i,j<n I<i, j<n

Démonstration.

Pourtout k allantde 1 a n, || x; —x; [[<| x; +x; ||+ x; +x; || ; on somme sur (i, j, k) :

an —x; < Z||x +x, ||+Z||xk+x I, dounZHx - X, ||<nZ||x +Xx, ||+n2||xk+x || et donc

i,j.k i,j.k i,j.k
ol -x, 152 Y x40
1<i,j<n 1<i,j<n

2) Si x;,x,,...,X, sont nréels: Z |x;—x; |< Z |x;+x; |

1<i, j<n 1<i, j<n
Démonstration.
‘ I sixx; 20
a) |x;+x,|—|x;—x; |=2m1n(|xl. || x; |)>< i comme on le vérifie en distinguant les cas.
/ ! / ~1sixx; <0

b) Pour ¢ réel, on introduit les ensembles d’indices 1, ={i: x;, 2t} etJ, ={i: x, <—t} ; d’aprés a):

D(lx+x;1=lx-x;)=2 Y min(|x || x;[)+2 > min(jx; |,|x;[)-4 > min(|x||x;]).

i,j i,jely i,jedy icely,jely

oo
c) m1n(| x; || x; |) = Io 1 X1y dt comme on le vérifie facilement.

th> i, =card(J,), noté |J|

d >, mm(lx bl x; | ZI L X iy = I 2 ( t<p) X e, )dt

D’autre part, ZIZSX’ =card(l,), noté

i,jely i,jely i,jely
ciie 1o . R
Or, z (lt<|x[| ><1t<‘xj‘) = |I,|><|It|parce que ¢ est positif, d’ol Z m1n(|xi bl x; |) =I0 |1;| dt .
i,jely i,jely
A . toor 2 . +oo
De méme, Z m1n(| X s x; |) = Io |Jt| dt et | Z m1n(|xl- L] x; |) = Io |]t||Jt|dt ; on remarquera
i,jedy iely,jely

que|1t| est nul siz > max(x;) et |Jt| est nul siz > max(—x;).

On a donc —Z(x+x |=|x; — ])=I0+w(llt]—]Jt])2dt20
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L'égalité a lieu si et seulement si /, =J, pour tout 7, ce qui signifie que la distribution des x; est symétrique par

rapporta 0.

Conséquence : Z | x; +x; |2nz |x; |

1<i,j<n 1<i<n
|xi+xj |+|xi_xj |
2

X +x; |+ x —x,
Z|xl.|SZ(| : "‘2’ : ]’j,d’ou n2|xi|SZ|xi+x‘j|.
i,j i, i i,]

o1 1 .
Comme on a aussi — z |x;+x;[2— Z | x; |, on peut énoncer :
1<i, j<n iz

On partde|x; |< pour tout j et on somme sur les couples (i, j) :

la moyenne arithmétique des| x; + x J | dépasse toujours la moyenne arithmétique des| x; |.

3) Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi et d’espérance finie :

E(X-Y|)SE(X+Y]).

a) | X+Y|-|X-Y|=2min(] X || Y |)xsigne(XY)

b) Posons X, = max(0, X), X_=max(0,—X),Y, =max(0,Y), ¥ =max(0,—Y)': X, et ¥, sont positives,

d’espérances finies, et forment quatre couples de variables indépendantes.

+o 04

c) Ona %(|X+Y|—|X—Y|) =min(X,,Y,)+min(X_,Y )—min(X,,Y )-min(X_,Y,) :ons’enassure en
distinguant les cas.

d) D’abord

%E(\X+Y\—]X—Y\) = E(min(X,,Y,))+E (min(X_,Y_))- E(min(X_,Y,))— E(min(X,,Y_)).

Pour toute variable aléatoire Z positive, E(Z) = _[(:mP(Z > 1)dt et donc

E(min(X,.Y,))= [~ P(min(X,,Y,)>1)dt =]~ P(X,>t)P(Y, >1)dt parindépendance

Or X,=Xou0,donc X, >t=X>T pourt=0;deméme Y >¢t=Y >¢,dou
E(min(X..Y,))= [ P(X>0)P(Y >1)dr.

On opére ainsi pour les trois autres espérances, et on arrive a

E(|X+Y|-|X-Y]) =2j0+°°(P(X>z)—P(X<—z))(P(Y>z)—P(Y<—z))dzzo.

e) Comme X etY ont méme loi:

E(X+Y|=|X=Y|)=2[ " (P(X>0)- P(X <-1))"dr>0

ce qui termine la démonstration.

' Il faut comprendre, par exemple, X, (@) = max(0, X (w)).
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Conséquences.
E(X=Y)+E(X+Y)
2
g) Soit X et ¥ indépendantes et de méme loi sur{x,,x,,...,x,} : P(X =x,)=P(Y =x,) = p, ; alors,

E|X+Y |22|xi+xj |p;p; dépasse E| X —Y |:Z|xi—xj |p;p; cequiélargit 2).

i,j i,j

) E(X|)< <E(|X+Y)).

4) Dans R" euclidien, || u ||= C"J-s < u,v>|dp(v) ou S estlasphere unité de R", p la mesure uniforme surS,

C, une constante positive ne dépendant que de la dimension.

Pour la définition de p , sa construction et son unicité, on pourra consulter

http://www.daniel-saada.eu/Notes/13-Lois-uniformes-sur-la-sphere.pdf

: . 2 dt 2
Exemple. En dimension 2, IS|< u,v>ldp(v)= .[o [l || |cost|ﬁ =— |u| etdoncC, =7 /2.

ﬂ_n/2

T(+n/2)

On rappelle que A(B) = A désignant la mesure de Lebesgue sur R".

™ _ n—1 N _ . . , .
On utilise -[B(O,l)h dA = n/i(B)J.]O,H[XSh(tx)t dtdp(x),ou B = B(0,1), vraie pour toute / intégrable :

http://www.daniel-saada.eu/fichiers/24-Densites_d un_couple.pdf, paragraphe 2 c).

Soit # non nulet A(v) =l<u,v>|:

— n _ n
[y w2 =nAB) | [<ux>|("dtdp(x) =" AB)| (< u.x >|dp(x)

Il existe une base orthonormée(

ej :sive B=B(0,1), v=xlﬁ

n_2
+ x,e, +...+ x,e, avec 21 x <l

U .,
lae]”™
et < u,v>|=|x,|.||ull etdonc
jmnk w,v >|dA(v) =] u | jl |, |dx,...dx, .
nA(B)
(n+ I)J-x12+...+x,,2<l | x, |dx,...dx,

On a donc bien||u ||= ans|< u,v>dp(v),avecC, =

Pour n =2, on vérifie que C, =7 /2.

= T((n+1)/2) N
Prouvons que Cn —x/;w : avec Fubini,
1 ﬂ.(n 1)/2 (n 2
=L pgra 1, = [ |Ux22+...+xnz<«/1_xlz dxr"dxn)dxl F(n/2+1/2)j dx
;- 220 1 G C = ni"? XF(n/2+l/2)_n\/;F(n/2+l/2)_\/;F(n/2+1/2)
" T /2+172) n+l T T T(A+n/2)" o 002 T 2T(1+n/2) I(n/2)

cargr(n/z)=r(1+n/2).
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Remarque de Gérard Letac. On peut prouver f:u > J-s I<u,v >|dp(v) estune constante C sur S ; comme
f(Au)=Af(u) siA=>0,ilvient f(u)=|ul| f(u/|ul)=C|u].

Prouvons que f est constante sur S. Fixonsa€ S : pour tout u de S il existe O orthogonale telle queu = O(a).
Onaalors f(u)= f(O(a)) = jS|< O(a),v > dp(v) = jS|< a,0'(v) >|dp(v), d'ots f(u) = f(a) en vertu de la

formule du changement de variable Iofl(A)gdp = J.Ag 007" |detO™" |dp appliqué a g(v) =K< a,v > et des

relations O' =0™", O(S) =S et det(0) = +1.

5) Six,,x,,...,x, sont n vecteurs d’un espace euclidien : Z [, —x; || Z | x; +x; [].

1<i, j<n I<i, j<n

En effet, [|x, +x, |- || x, - x; ||:cnjs(|< X+ X, > —|< x, = x;,v ) dp(v)

Dol +x 0= D lx—x, ||—cj( |<x,.+xj,v>|—|<xl.—xj,v>|)jdp(v)

1<i,j<n 1<i,j<n

z X, +x; |- Z [ x;—x;||=C, I[ |<xl.,v>+<xj,v>|—]<xl.,v>—<xj,v>|)]dp(v)

1<i,j<n 1<i,j<n

intégrale positive en vertu de 2).

6) Si X etY sontdeux variables aléatoires a valeurs dans un espace euclidien, indépendantes, de méme loi et
d’espérance finie: E(| X -Y [)<E(|X+Y).

On sait que || X (@) +¥ (@) = C, [ < X (@) +Y (@),5 >|dp(s)

ll en résulte que E (|| X +Y |)) |I= jg(cn js < X(w)+Y(w),s >] dp(s))dP(a)) 1l vient alors :
E(X+Y )I=C, [ ([ < X(@)+Y(@),s >dP(@))dp(s),

E(IX+Y ()= C, [ E(K X +Y,5>])dp(s),

E(IX+Y |- X-Y|)|= C,ljS[E(|< X+Y,s>))—E(K X -Y,s>|)]dp(s).

Or KX+Y,s>-kKX-Y,s>E X,s>+<Y,s>- <K X,s>-<Y,s >
donc E(k X +Y,s>|)-E(K X -Y,s>|) 20 pourtout s,doncE(| X +Y )2 E(|X-Y])).

7) Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, indépendantes et d’espérance finie, si X' et Y' sont

des copies indépendantes (respectivement) de X et Y ,alors £ | X -V IZ%E | X - X" +%E Y -Y"].

On utiIise|a—b|=IR(1a<t<b+1b<t<a)dt aussi| X (w)— Y(w)|—I (XWKKYW)+1Y(w)<t<X(w))dt et donc

E |X_Y |: IRE(IX(w)<t<Y(w) +1Y(w)<t<X(w))dt :
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or E(1,)=P(4) etdonc E Ly aer(m) = P(X <)Y > 1) et E(1y aer(m) = P(X >N (Y <1)).
Comme X et Y sontindépendantes: E | X —Y |=IR(P(X<t)P(Y>t)+P(X>t)P(Y<t))dt .
Puisque X' est une copie indépendantede X : E| X —X'|= ZIRP(X < t)P(X > t)dt .

De méme, £|Y ~Y'[=2[ P(Y <t)P(Y>1)dt , etdonc

E|X—Y|—%E|X—X'|—%E|Y—Y'|=2IR(P(X<I)—P(Y<t))2dt20

Conséquence. En faisant ¥ =—X"', on obtient £ | X + X' |2%E|X—X'|+%E | X'+Y'|; comme

X'+Y'amémeloique X+Y =X —-X", onretrouve £ | X+ X'|= E| X —X"'| pour deux lois variables

aléatoires X et X' indépendantes et de méme loi.

8)Si X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans un espace euclidien, indépendantes et d’espérance finie
etsi X'et V' sontdes copies indépendantes (respectivement) de X et Y, alors

E|X-Y|25E| XX+ E Y -1"].

Nous savons que E | X — X'||= C,1'[SE(|< X-X"s>)dp(s), E|Y-Y'|= CnJ‘SE(|< Y -Y',s>|)dp(s),
E|X-Y|= C”.[SE(|< X —Y,s>|)dp(s).Pourtouts, < X',s > estune copie indépendante de< X, s >
et<Y' s> estune copie indépendante de<Y,s >. D’aprés 7), pour toutse€ S

E\<X,s>—<Y,s>]2%E\<X,s>—<X',s>\+%E]<Y,s>—<Y',s>\.

On en déduit donc E || X — ¥ ||2%E ||X—X'||+%E 1Y =]

Application géométrique.

Soit A et I3 deux ensembles finis de points de R” de cardinaux respectifs p = |A| et g= |B| :
A={4,4,,..,4,},B={B,B,,..B,}.

Il existe X et X' uniformes et indépendantes sur {O—AI,OAZ,...,OAP} etil existe Y, Y' uniformes et indépen-

dantes sur {OBI,OBZ,...,OBq}. Naturellement, E || X — X' ||:L22A1Aj , ElY-=-Y' ||:L2ZB1.BJ. et
q i,

i,j

E|X-Y]|= _ZA;'B/ . D’ol Iinégalité géométrique entre distances euclidiennes :
i,j

A4, BB

i

TR Yy AN




