Daniel Saada révisé en juin 2014

LE THEOREME DE PLONGEMENT D’URYSOHN :

tout métrique séparable est homéomorphe a une partie du cube de Hilbert
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Le cube de Hilbert, noté H , est I'espace [O,I]N, ensemble des suites a valeurs dans [0,1], muni de la topologie
produit. On démontre que H est compact et que sa topologie est définie par la distance

D(a,b)zila”
0

b
2—n”|, ol a=(a,) et b=(b,) sont deux éléments de / .

Comme tout espace métrique compact, H est séparable et il en est ainsi de tous ses sous-ensembles
(http://www.daniel-saada.eu/fichiers/14-variables aleatoires a valeurs dans_un_ metrique.pdf, § 2).

Nous prouvons : tout espace métrique séparable (£,d) est homéomorphe a un sous-ensemble du cube de Hilbert.

1) On vérifie que D(x,,x) — 0 équivaut a x,(m) — x(m) pour tout m (ce qui est rassurant)

a) Supposons D(x,,,x) — 0. Pour m fixé ete > 0 donné, D(x,,x) < & /2" a partir d’un rangn,, d’ol

| x,(m)—x(m) |< € pour n = n,, ce qui prouve que x, (m) — x(m) .

b) Supposons x,(m) — x(m) pour tout m . Coupons D(x,,x) = Z | x, (m?z; x(m)| en
m=0
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entier K tel quel/2% < e Il existe alorsn, tel que pourn = n, etm=1,2,...,K onait | x,(m)—x(m)[< €.

K
On en déduit D(x,,x) < 82%+ £<3¢,douD(x,,x) =>0.
0

2) Tout espace métrique est homéomorphe a un métrique borné de diamétre<1

Posons 0 =d /(1+d) : O estencore une distance sur E . Toute boule ouverte pourd contient une boule ouverte

pourd et réciproquement. En effet :

ecommed <d, Bg(a;r)c B,(a;r) ;

-Bd(a;é) C Bg(a;r) quandr <1 et Bg(a;1)=E.

Il en résulte que I'application identique de (E,d)dans(E, ) est une homéomorphie.
3) Le plongement ¢ de(E,0) dans H

Soit (e, ) une suite dense dans E * et ¢ I'application de E dans H définie par @(x) = (d(x,e, )neN .

a) @ estinjective. En effet, x étant la limite d’une sous-suitee, dese, , I'égalité @(x) = @(y) entraine que

S s
Y estaussilalimite dese, ,d’'oux=y.

' (e,) estalafois dense pourd etpourd .
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b) @ est continue. En effet, D (¢(x),p(»)) < Z:J(x,y) /2" <26(x,y).

¢) @ est une homéomorphie de(E,0) sur (p(E), D) . Pour prouver la continuité de (p_1 en ¢(x), on montre que

si ¢(x,)tend vers @(x) dans H alorsx, — x dans E . Par densité, il existenn tel que d(x,e,) < &, £> 0 fixé. Pour

cet entiern, li]£n5(xk,en) =0(x,e,) caron asupposé @(x,) — @(x) :aussi, 0(x;,e,) < O(x,e,)+ € pour tout
k >k,.Commed(x,,x)<d(x;,e,)+(x,e,),ona O(x,,x)<20(x,e,)+ &< 3e, ce qui prouve la convergence
de la suite (x;) vers x.

Conclusion : par transitivité, (£,d) est homéomorphe a (¢(E), D).

4) Deux exemples

Si (E,d)est compact, il est séparable et donc homéomorphe a @(E) ; par homéomorphie, @(E) est compacte,

donc fermée dans H :
tout métrique compact est homéomorphe a un fermé de H .

Si (E,d)est complet séparable, on démontre que @(E) estun G5 de H

tout métrique complet séparable est homéomorphe a un Gsde H .

(On se rappelle que dans un espace métrique tout fermé est un Gy ).



