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NOTE 15 — UN EXERCICE DE PROBABILITE ORIGINAL
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PAUL BARBAROUX a inventé I'exercice de probabilité suivant:
On tire a pile ou face une infinité de fois avec une piéce équilibrée. Quelle est la probabilité
que pour tout # >1 on obtienne au moins un pile parmi les tirages n+1 a 2n ?

On appelle (X ), la suite des lancers, en convenant que X, =1 si pile sort au n™ lancer et
2
X, =0 sicestface; 4, estl'événement Zn: X, 21, saprobabilité est P(4,)=1-0,5".

Soit £, = ﬂn>N A, etp, =P(E)) :oncherche p,.
La suite p, est évidemment croissante, sa limite est 1 car
l_pN = P(UHENA_”) = ZnZNP(A_n) = ZnZNO’Sn = 2 / 2N - 0 '

La suite (p,) vérifie la relation de récurrence p, = ::1 Dok /2 pour toutn > 1

En effet, £, estlaréunion disjointe des n intersections :

- Xn+l =1 et En+1’

- Xn+1 =0 et Xn+2 =1 et En+2'

_Xn+1: n+2:"':X2n—l:O EtXanl et E2n ’

dont les probabilités respectives sont pg” , pznf Jeee p”::” en raison de l'indépendance des

lancers.

Premier calcul numérique® de p,

Onse donne n eton appelle (g,) <<, |a suite finie vérifiant la relation de récurrence et définie par

q; =1 pourtout n+1<i<2n:gq,= ;:quk /2% pouriallantdenal.

Comme p, < g, pourtout n+1<i<2n,onaurap, <gq, ;comme p,>1-2/2"pourtout i, il

vient p, 2(1-2/2")q, pourn+1<i<2n etdonc p, 2(1-2/2")g,.En conclusion :
(1-2/2")q; < p; <gq,.

Il reste a évaluer g, .

Algorithme de calcul de g :

se donner n et réserver les mémoires q(1),g(2),...,q(2n)

pour i allantde n+1 a 2n faire q(i) <1

pour I allantde n a1
q=0

P WM RO

pour j allantde 1 a i faire g < q+q(i+ j)/2’

' Du 3 un intervenant qui souhaite rester anonyme sur le forum http://www.les-mathematiques.net/.
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5. q(i) ¢
6. boucle sur i et test (next i)
7. afficher g(1).

Pour n =20, onlit g(1)=0,316684328, d’oti 0,3166837 < p, <0,3166844 .

Deuxiéme calcul numérique de p, (Robert CHARDARD)

Robert Chardard raisonne sur I’événement contraire : 1 — p, = P(LJn>1 A”) :

De ce fait, il introduit 7, = P(Ur A_k) eton asimilairement 7, <1—-p, <r, +1/2".

Un calcul direct donne s <1/2 etr, <5/8 ; pourn =2, on va prouver que

1-r .
Lo =1, 2n+§” ,ou m=int(n/2).

Cette formule, facile a programmer, donne encore plus rapidement les décimales de p,.

Démonstration. La différence r,,, — 7, est la probabilité que lors des 2n + 2 premiers lancers tous
les lancers de n+2 a 2n+2 ont eu pour résultat "face" et parmi tous les tirages de k+1 a 2k on obtient
au moins un pile, ceci pour tous les k de 1 a n. Il en résulte que le lancer n+1 a été pile, sinon la
deuxiéme condition est violée pour k = n . Puisque le lancer n+1 a été pile, on obtient au moins un
pile pour toutes les séquences de k+1 a 2k quand m+1<k <n . La seule condition a imposer est

1 1 n+l
donc que 4, se réalise pour k allantde 1a m.D'ou 7,,, —7, = (l—rm)xzx(zj .

Calcul probabiliste de p,

on utmseP(UfZ) <l-p < P(Uf2)+2/2",d'oup(ﬂf/g)—z/z" <p < P(ﬂf4).
Une fois P(ﬂTA,) ou P(UTZ) évaluée, pourn =11, s0it22 lancers, p, sera connual0~ pres

\ . N -6 \ \
par exces, pour n =21, soit42 lancers, p,seraconnualQ™ prés par exces.

Nous donnons trois méthodes de calcul, pour n =11 oun =22.

1) Par dénombrement exhaustif sur 22 lancers (7 =11) : calcul de P(ﬂf AI) .

Stéphane Gonnord a testé la présence d'un 1 parmi les sous-listes [1..2],[2..4],..., [n/2-1..n-1]. Une

fois les mémoires v[i] remplies de 0 et de 1, on teste la présence d’un 1 dans [k+1..2k] en calculant
s(k)= v[k+1]+..+v[2Kk] ; le calcul est accéléré par la formule s(k+1)=s(k) + v[2k+1]+v[2k+2]-v[k+1].

Le remplissage exhaustif des mémoires v[i] par des 0 ou des 1 se fait en décomposant en base 2 les

entiers de 0 & 22 -1. Voici son programme en Python :

def decomp(n,p):
res=[0]*p
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X=n
i=0
while (x>0) and i<p:
resfil]=x % 2
x//=2
i+=1
return res
def test(v):
s=v[0]
if s==0:return 0
for k in range(len(v)//2 -1): #len paire
s+=v[2*k+1]+v[2*k+2]-v[K]
if s==0:return 0

return 1

s=sum(test(decomp(i,22)) for i in range(2**22))

print(float(s)/2**22)

#0.316762447357 en 42 secondes.

Conformément a la théorie, la valeur obtenue est par exces et I’erreur est (largement) < 1072,

2) Par simulation sur 42 lancers (n = 21)
Algorithme de 100 simulations sur 42 lancers :
.P<0

. pouriallantde1al100
. pour jallant dela42 faire X(j) < int(2* random)

. si X(2)=0alleren 10

. pour k allantde 2 a 21

. S=0etpour Lallantde K+13a 2*K faire S« S+ X (L)
.si S=0alleren 10

. boucle et test surk (next k)

P—P+1

10. boucle et test suri (nexti)

11. afficher P .

O 0 N ounn A WIN =

Jai obtenu :40,29,33,33,32,29,31 et 34, soit P =32,6 % sur 800 simulations, au lieude 31,7 %.

Plus rapide, comme cela a été signalé :

4. S=X(2) etsi X(2)=0alleren 10

5. pour k allantde 1 a 21
6. pour Lallantde K+1a 2*K faire S« S+ XQL+D)+X(2L)-X(L+1)
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3) Par la formule du crible : P(UTZ) <l-p < P(UTZ) +2/2"
On sait queP(UTZ) est donné par la somme alternée :
ZfP(Z)—ZKJ.P(Z(\A_J.)+...+(—1)k‘lzil<m<l_kP(Z.]m...mz.k)+...+(—1)”‘1P(Zlm...mA_k)

Calcul de S(k) = Zi - P(Z-lﬁ... ﬁAZ_k) : par indépendance des lancers,
1 e k

P(ZlmmAl_kj =(1/2), ol C est le cardinal de [i, +1,2i,]U...U[i, +1,2i,].
Il nous faut donc franchir deux étapes :

— obtenir tous les k —uplets (i,...,i;) avecl <i, <..<i <n ;

— calculer le cardinal de la réunion d’entiers [i; +1,2i, JU...U[i, +1,2i,].

a) obtention des sous-ensembles (X, x,,...,X;) de{l,Z,...,n}k, 1<k<n,telsquex, <x,<..<Xx,.
0. onse donne n et k eton réserve les mémoires X (0), X(1),..., X (k).

1. pouriallantde 1 a k faire X(i) < i

2. afficher, quandn <9, Z;lOHX(i) pour lire les résultats, sinon afficher les X (i)
i<k

X(@) <1+ X(@)

siX({)<n—k+i alleren2

i«—i—1et X(i@)«1+X(@)

si i =0 alors FIN.

si X(I)>n—k+i alleren6

pourjallantde i +1 ak faire X(j) < 1+ X(j-1)

10. aller en 2.

w O N o v W

b) calcul du cardinal C de [i, +1,2i JU...U[i +1,2i, ]

e

k est donné ainsi que X (p) =i, pour p allantde 1a k.

C«0
pour p allantde1ak

pour ¢ allantdel+ X(p) a 2X(p)
D«0

pour [ allantde 1 ak

site [1+X(0),2X ()] alorsD « D+1
next /

C«—C+1/D

next ¢
10. next p

11. C < int(C +0,1) et afficher C.

W O N U R WNPRE
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Explications. Au début, la cardinal C est mis a 0, puis les éléments sont examinés un par un. Si ¢ ne
figure qu’une fois dans la réunion, C est incrémenté de 1. Si ¢ figure D fois, alors C < C+1/D

pour que sur les D passages ¢ ne figure gu’une fois.

c) Calculde S(k)pourn=22,1<k<I11

On réunit les deux algorithmes élaborés en a) et b).

10. se donner k et S(k) <0

20. pour i allantde 1 a k faire X (i) < i

101. C <0

102. pour p allantde 1ak

103. pour ¢ allantdel+ X (p) a 2X(p)

104. D <0

105. pour [ allantde 13k

106. si te [1+ X (/),2X ()] alorsD <« D +1

107. next /

108. C < C+1/ D [les erreurs d’arrondi font que C ne sera pas entier]

109. next ¢
110. next p

111. C <« mnt(C +0,1) [pour corriger les erreurs d’arrondi]
200. S(k) < S(k)+1/2¢

203. i<k

204. X(i)<1+X(0)

205. si X(i)<11—k+i alleren101

206. i< i—1et X(Q)«1+X(>)

207. si i =0 afficher S(k) et FIN.

208. si X(i)>n—k+i alleren 206

209. pourjallantde i +1 akfaire X(j) <« 1+ X(j—1)
210. alleren101

Pour k allant de 1311, on reléve :

1)=0,99951171875 ,on vérifie que S() = Y. ' (1/2)" =1-(1/2)""

2)=0,427612

3)=0,148489

4)=0,0492296
=0,0158491

7)=1,35803%107
8)=3,24726%x107*
9)=1,21117x107*

S(
5(2)
S(3)
S(4)
5(5)
S(6) =4,85706x107
S(7)
S(8)
5(9)
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S$(10) =7,62939x10°°
S(11)=4,76837x107".

Enfin, P(Ui‘Z) = S (1)FS (k) = 0,68329811 , et

0,3157< P, 4)-2/2" < p < P([,'4) <0.,316702.



