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NOTE 14 - MESURES A DENSITE INVARIANTES PAR LES ISOMETRIES LINEAIRES DE R"
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Pour N > 2, on désigne par B la boule unité de R" , S la sphére unité, A la mesure de Lebesgue.

Si A estun boréliende S, on désigne par A, I'ensemble des t.X pour X dans A et t dans [0,r].

On pose alors o(A) = A(A)) : o estune mesure sur S, de massec(S) =A(B) = ﬂnlzj;wtnlzeftdt.
p = o/ A(B) est donc une probabilité sur la sphére, qualifiée d’uniforme puisque p(A) = aire(A) / aire(S) .

On démontre * que pour toute hintégrable, J‘R” hdA = nI]o s h(tx)t"*dtdo(x) et plus généralement
+oo[x

= n-1
IB(ar) hdz= nj]O,+r[><S h(x)t™"dtdo(x).

1) Une mesure msur R" (n > 2) est dite invariante par les isométries linéaires si m(A) =m(O(A)) pour

s . . n
tout borélien A et tout endomorphisme orthogonal O deR".
Il est bien connu que A, qui est une mesure élargie, est invariante par ces isométries z,

En particulier, A(A,) = r"A(A) car A est un homothétique de A .

Selon un schéma classique, I'invariance sur les boréliens s’étend aux fonctions numériques f m — intégrables :

js(fOO)dm=jsfdm.

En effet, m(A) =m(O(A)) s’écrit comme L (1,c0™)dm = L 1, dm :on étend cette égalité par linéarité aux
fonctions étagées, puis aux fonctions intégrables positives par le théoréme de convergence monotone de Beppo-

Levi, enfin aux fonctions intégrables de signe quelconque par la décomposition f = f* — f .

2) Un vecteur aléatoire X de R" est dit radialement symétrique®si X et OX ont méme loi pour toute matrice

O orthogonale : P(X € A) = P(OX e A) pour tout borélien A de R", ou encore, O étant bijective,
P(X(A)=P(X*(0(A)).
La probabilité q(A) = P(X 71(A)) , définie sur les boréliens de R", est alors invariante par les isométries linéaires.

Un vecteur formé de lois normales A/ (0,1) indépendantes est radialement symétrique .

La somme deux vecteurs indépendants X etY radialement symétriques est radialement symétrique car :
O(X +Y)=0X +0Y, OX améme loique X ,0Y amémeloiqueY , OX et OY sontindépendantes.

3)Si X aune densité f (parrapport ala mesure de Lebesgue) et siM € GL, (R), le vecteur MX a pour densité

foM™|det(M™)|carP(X e A)= | fdi, P(MX e A)=P(X eM*(R))=] , T d4 etlaformule du

MY(

changement de variable donne I

fd/1=j foM™|detM|dA.
A) A

MY
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4) Si X radialement symétrique a une densité f et si O est orthogonale, une densité de OX est f 0O car
|det(O™) |=1. llen résulte que f cO™" = f presque partout, ou f = f 0O, et ceci pour toute O € O, (R).

Si f estcontinue, f O™ = f partout car f 0O ™" est également continue ; on en déduit :
il existe une fonction g positive continue telle que f (x) =g (|| X ||) pour tout x de R".

En effet, pour chaque X non nul il existe O tel queO(Lj =€, =(1,0,...,0). Onaalors O(x) =|| X || &, puis

I
f(x)=f (O(X)) = f (|| X|| el) =g (|| X ||) ; enposantg(0) = f(0), g est évidemment continue comme f .

Le résultat subsiste presque intégralement (!) quand la densité f n’est pas continue :

il existe § borélienne positive telle que f(X)=g (|| x||) presque partout ®

Preuve : soit Y indépendante de X, a densité ¢ continue et majorée par M , et radialement symétrique, par
exemple un vecteur formé de lois normales NV (0,1) indépendantes

Onpose X, =X +Y /n:
a) par indépendance, une densité de X est la convolée (f *g,)(X) = .[R" f(x—t)p, (t)dt ZJR“ f(t)e,(x—t)dt

ou @, estladensitéde Y /n, ¢, (t) =ne(nt).

b) pour tout n, f *g, estcontinue car si Iikm X =X, Ii{n f()e,(x, —t)= f()p,(x-1t) et

| f(t)e, (t—Xx)|< MFf (t) qui est intégrable (théoréme de convergence dominée).

¢) (f *¢,)(X) :jRn f (x — t)ng(nt)dt :jRn f (Xx—U/n)p(u)du et donc
(f )00 = ()= [, f(x=u/n)pu)du-f(x)] ,p(u)du
et |[(f*¢,)(X)— f(x)|§_[Rn| f(x=u/n)—f(x)|e(u)du< M_[Rn| f(x—u/n)— f(x)|du quitend

vers 0 (classique) car f intégrable.

d) X, =X+Y /n estradialement symétrique (voir2): f *¢, (x)=g, ([ x]), 9, tend versune g

telle que f(x) =g (|| x|}, partout me semble-t-il.

~+00 n-1
5) n/l(B)jO g(rrdr=1.
On s’appuie sur la formule intégrale citée dans 'introduction : commeJ.Rn fdi=1,

n-1 _ n-1
g pes T@I o) =n] - g(tlx [ dtdo(0),

mais comme X € S,

— n-1 B n-1 _ 1
l_nj]oym[xsg(t)t dtda(X)—nj]Oym[g(t)t dt.jsda(x)_ng(a)jlw[g(t)t dt.

> Charles Suquet, http://math.univ-lillel.fr/~suquet/Polys/simul.pdf
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6) Réciproques

e siune densité f est égaleag (|| x[|), alors f (Ox) = f(X) ; comme P(X €B)= IB fdA, le changement
de variable y = O(X) donne P(OX e B) = J.o*l(B) f(x)dA = Io—l(s) f (Rx) | det(R) |dA = jB f(x)dA.

X de densité T est donc radialement symétrique et p(B) = P ( X 71(8)) est invariante par O, (R) .

e si g estborélienne deR dansR™ et nxl(B)joﬂO g(Nr"tdr=1, f(x)=g (|| X ||) est une densité car

_ n-1 _ n-1 _ n-144+
jRnfdz_n  f (ot dtda(x)—n.[]ovm[xsg(tllxll)t dtda(x)—nﬂ(B)_[]Oym[g(t)t dt=1

10,+o0[ x
et X est alors radialement symétrique.

7) Construction de probabilités invariantes par les isométries linéaires

+00
Soit @ positive telle que jo @(r)r"dr < +o0, par exemple en imposant @(r) ~ r"*. En posant
400

g(r) = fo(r) et f:ixeR" "> g(|x]), AHI f dA est une probabilité sur les boréliens
nA(B) jo o(r)r"dr A

n . . . s . 7. £4 \ « .
de R" invariante par les isométries linéaires. Echappent a ce bestiaire :

— la mesure de Dirac en O, qui n’est pas a densité,
— la mesure de Lebesgue, qui n’est pas une mesure au sens strict.

8) Détermination de J quand X est radialement symétrique et a densité

Puisque X aunedensité f, p(|| X [<r)=p(X €B(0,r)) :j Y f .Onadit que

B'(0,
- n-1 _ '
.[B'(O,r) fdi= n.[]O,r]xS Fegt™dtdo(x) = njot (.[s f(tx)dU(X))dt .
En dérivant par rapport ar, on prouve que || X || a pour densité h(r) = nrr“ljs f (rx)do(X) ;

h(r) = nr”‘lj'S f(rx)do(x) = nr”‘lL g(rlIx[)do(x)=nr""g (r)_[s do(x) =nr""g(r) A(B)

doug () x[)=—nUxD)

=———"__ OnnoteraquenA(B) | x| est laire de la sphere de rayon || X||.
nA(B) [ x|

9) Si X radialement symétrique est a densité,Y = m est uniforme sur la sphére.

Soit Aun boréliendeS, f unedensité de X , ¥ : x> X/ || x| :

P(Y e A)=P(X e ¥ }(A)) = j\y di=n j f ()t" L dtd o(x) =n I]OVM]XAg(t)t”‘l dtd o (x)

ot
(A) 10,+00]xA

etdonc P(Y € A) = nG(A).[]oJr ]g(t)tn_l dt=c(A)/ A(B) = p(A).
10) || X || et Y sont indépendantes.

Commencons par démontrer que P(|| X [IKretY € A)=P(|| X |Kr).P(Y € A) pour tout borélien Ade S .
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L‘événement || X [<retY e AestX € A etdoncP(| X [KretY e A)=P(X € A).Ensuite :

P(XeA)= L\ fdi= n'f[oyrle f (tx)t" dtd o (x) :n_[[oyr]xAg(t)t“‘1 dtdo(x) :G(A)J'Or g(t)nt"dt,

r n— r h t ey
et o(A)[ gynt™dt = a(A)J'O%dt ZP(| X £ 1).P(Y € A) carh est une densité de|| X |.

Par additivité, on prouve ensuite que P(S<|| X |IKretY e A)=P(s<[| X K1).P(Y € A).

Enfin, on raisonne sur I’ensemble {D boréliens de R":P(| X le D etY € A)=P(|| X |le D).P(Y e A)} :

cet ensemble contient les intervalles de R™ qui sont stables par intersection et engendrent les boréliens de R*

aussia-t-on P(|| X e D etY € A)=P(|]| X |lc D).P(Y € A) pour tous Aet D boréliens.
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